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El teorema de Pick proporciona una fo´rmula per a calcular l’a`rea d’un pol´ıgon
simple reticular, e´s a dir, amb els seus ve`rtexs sobre punts de coordenades enteres.
En aquest treball s’enuncia el teorema i e´s donen quatre demostracions diferents:
la demostracio´ cla`ssica, la demostracio´ utilitzant la formula d’Euler, una demos-
tracio´ que utilitza el teorema de Minkowski i una u´ltima basada en la teoria de
la difusio´ del calor. Despre´s es donen dues generalitzacions del teorema; una per
pol´ıgons amb forats i una per a pol´ıgons en un pla de l’espai. Finalment s’estudia
la connexio´ del teorema amb les sequ¨e`ncies de Farey, per acabar donant dues
aplicacions; una relacionada amb les sumes de Dedekind i una altre de curiosa,
els quadrats ma`gics.
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MSC2010: 05A99, 11H06, 14N10, 11F20, 11B57.
Pick’s Theorem gives a formula to work out the area of a simple lattice polygon.
This work enunciates the theorem and illustrates four proves of it: the classical
proof, a proof based on Euler’s Formula, another one using Minkowski Theorem
and a last one based on heat diffusion theory. The work also presents two ge-
neralisations, one for polygons with holes and another one for polygons set in a
plane in the space. Several connexions and applications of the theorem are also
explored: Farey Sequences, Dedekind Sums and a cute one, Magic Squares.
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Introduccio´
El teorema de Pick ens proporciona una fo´rmula per a calcular l’a`rea d’un pol´ıgon
simple reticular, e´s a dir, amb els seus ve`rtexs sobre punts de coordenades enteres.
E´s una formula senzilla, lineal i amb dos para`metres, el nombre de punts amb
coordenades enteres a l’interior del pol´ıgon i el nombre de punts amb coordenades
enteres a la frontera del pol´ıgon. Existeixen diverses demostracions del teorema,
algunes especialment elegants.
Aix´ı doncs e´s natural preguntar-se quin e´s l’intere`s en aprofundir en un teorema
que no sembla tenir una gran complexitat. I la resposta a aquesta pregunta e´s
la possibilitat d’enfocament multidisciplinari que ens permet aquest tema. En
el recorregut que fem en aquest treball per enunciar, demostrar i veure diferents
connexions, generalitzacions o aplicacions del teorema de Pick veurem desfilar
disciplines de les matema`tiques com ara la matema`tica discreta, teoria de grafs,
geometria euclidiana, a`lgebra, etc.
El treball s’estructura en tres apartats. En el primer apartat s’enuncia el teorema.
En el segon es donen quatre demostracions; la primera e´s la demostracio´ cla`ssica,
segurament la me´s intu¨ıtiva. La segona e´s la demostracio´ amb la formula d’Euler.
interdisciplina`ria en si mateixa doncs hi apareixen conceptes de la geometria
euclidiana com ara les isometries, teoria de grafs o a`lgebra. En tercer lloc es
desenvolupa la demostracio´ via teorema de Minkowski i es finalitza l’apartat amb
una prova molt elegant, utilitzant la teoria de la difusio´ de calor.
El tercer i u´ltim apartat e´s dedicat a donar algunes generalitzacions del teorema
i aprofundir en algunes connexions i aplicacions que sovint sorprenen i ajuden a
comprendre o, si me´s no, a intuir, que les diferents disciplines de la matema`tica
en moltes ocasions, corresponen a la mateixa lo`gica expressada de maneres for-
malment diferents.
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1El teorema de Pick
1.1 Una mica d’histo`ria
El teorema de Pick va ser demostrat per Georg Alenxander Pick (1859 - 1942). Fill
de pares jueus, Josefa Schleisinger i Adolf Josef Pick, i nascut a Viena, A`ustria,
George va ser educat a casa pel seu propi pare fins l’edat d’onze anys. A l’any
1875 va ingressar a la universitat de Viena i a l’any segu¨ent, just amb 17 anys
d’edat, va publicar el seu primer article matema`tic. Despre`s d’obtenir el seu
doctorat, al 1880 va ser anomenat assistent d’Ernst Mach a la Universitat Karl-
Ferdinand de Praga i, excepte els anys acade`mics de 1884 i 1885, on va exercir
de professor a la Universitat de Leipzig, George es va mantenir a Praga la resta
de la seva carrera acade`mica.
Al llarg de la seva vida Pick va treballar o estudiar amb matema`tics notables com
Emil Weyr, Felix Klein, Charles Loewner o Albert Einstein. Amb aquest u´ltim,
a me´s, va mantenir una estreta amistat a la segona de`cada del segle XX, quan
els dos treballaven a la mateixa universitat. De fet, Pick va formar part, sembla
que de manera determinant, del comite` que va escollir a Einstein per treballar a
la Universitat de Praga.
El seu treball matema`tic va ser extremadament ampli: prop de 67 documents
sobre temes diversos com a`lgebra lineal, teoria de invariants, ca`lcul integral, teoria
potencial, ana`lisi funcional o geometria. No obstant aixo`, gran part de la seva
fama e´s deguda al teorema que porta el seu nom: el teorema de Pick [9]. Aquest
teorema va apare`ixer per primera vegada l’any 1899, en l’article “Geometrisches
zur Zahlenlehre”, publicat a Praga. En el mateix article Pick estudia tambe´
algunes connexions del teorema amb les se`ries de Farey. Cal esmentar com a
curiositat que segons un article publicat per Maxim Bruckheimer i Abraham
Arcavi [3], sembla que 13 anys abans, al 1883, Sylvester ja va deduir algunes
d’aquestes propietats utilitzant, com Pick, conceptes de geometria reticular.
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El teorema de Pick va passar bastant inadvertit fins l’any 1939, quan el matema`tic
Hugo Steinhaus el va incloure en el seu llibre ”Mathematical Snapshots” [13], on
va atraure admiracio´ per la seva simplicitat i elega`ncia. Encara no e´s prou clar
perque` George Pick va demostrar aquest teorema. Potser pretenia mostrar els
avantatges dida`ctics que es poden obtenir quan s’interrelacionen diferents temes
matema`tics (e´s a dir, un enfoc interdisciplinari) ja que Pick tenia cert intere`s en
l’educacio´.
Al 1927 Pick va ser anomenat professor eme`rit de la Universitat de Praga i va
abandonar tota activitat acade`mica; va tornar a Viena i me´s tard, al 1938, a
Praga. El 13 de juliol de 1942 va ser enviat pels nazis a ”Terezin”, un camp de
concentracio´ que havia d’acollir als jueus me´s privilegiats i famosos. En realitat
”Terezin”era la porta del transport cap a Auschwitz, estava fortament sobre-
poblat i dels 144.000 jueus que van ser enviats al camp, es calcula que un 25%
per cent van morir de gana o malaltia. George Alexander Pick hi va ser enviat el
13 de juliol de 1942 i moriria 2 setmanes despre`s, a l’edat de 82 anys.
1.2 Definicions pre`vies
Abans d’enunciar i demostrar el teorema de Pick, necessitem algunes definicions:
1.1 Definicio´ Un punt P de coordenades (x, y) s’anomena enter o reticular si
x i y so´n nombres enters.
1.2 Definicio´ Un pol´ıgon e´s simple si els seus ve`rtexs so´n diferents dos a dos,
la interseccio´ de dos costats consecutius conte´ nome´s un punt, el ve`rtex, i la
interseccio´ de dos costats no consecutius e´s buida.
1.3 Definicio´ Un pol´ıgon simple reticular e´s un pol´ıgon simple amb tots els seus
ve`rtexs reticulars.
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Figura 1.1: Exemple de pol´ıgon simple reticular.
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1.3 Teorema de Pick
El teorema de Pick (tambe´ conegut com a fo´rmula de Pick) do´na una expressio´
elegant per a l’obtencio´ de l’a`rea d’un pol´ıgon simple reticular:
1.4 Teorema (de Pick) Siguin Q un pol´ıgon simple reticular, I el nombre de
punts reticulars interiors del pol´ıgon, i B el nombre de punts reticulars sobre la
frontera del pol´ıgon. Aleshores, l’a`rea, A(Q), del pol´ıgon e´s:
A(Q) = I + B
2
− 1.
La unitat de mesura de l’a`rea e´s l’a`rea d’un dels quadrats de la xarxa de punts
reticulars.
1.5 Exemple En la figura 1.2 s’hi pot veure un pol´ıgon simple reticular d’a`rea
14. El pol´ıgon te´ 6 punts a la frontera i 12 punts a l’interior, per tant tenim:
A(Q) = I + B
2
− 1 = 12 + 6
2
− 1 = 14.
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Figura 1.2: Pol´ıgon Q amb a`rea 14.
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1.4 Validesa a l’espai
Malauradament el teorema de Pick no es pot generalitzar en l’espai. Un contra-
exemple el va donar J. E. Reeve [12]: si considerem els tetraedres amb ve`rtexs
(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (1, 1, r) on r e´s un enter (veure figura 1.3), aleshores
el nombre de punts reticulars interiors d’aquest tetraedre e´s zero i el nombre de
punts a la frontera e´s 4 independentment de r. Per tant, aplicant el teorema de
Pick, el volum hauria de ser
P = I +
B
2
− 1 = 0 + 4
2
− 1 = 1,
en canvi, el volum d’aquest tetraedre e´s:
A =
1
6
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 r
∣∣∣∣∣∣∣∣ =
r
6
6= 1.
E´s a dir, aplicant la fo´rmula de Pick el volum e´s constant, quan o`bviament no
e´s aix´ı. Fins i tot podr´ıem pensar en una generalitzacio´ de la fo´rmula, amb uns
altres coeficients i que tambe´ tingue´s en compte els punts a les cares del tetraedre.
Tampoc funcionaria ja que, en aquest cas, el volum del tetraedre seguiria essent
constant al aplicar la fo´rmula, donat que la quantitat i tipus de punts reticulars
roman constant: 4 als ve`rtexs i 0 l’interior, a les cares o a les arestes (sense
comptar els extrems).
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Figura 1.3: Tetraedres de Reeve amb r=1 i r=2.
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1.5 Demostracio´ del teorema
El teorema de Pick s’ha demostrat de maneres molt diverses. En els segu¨ents
cap´ıtols veurem la demostracio´ cla`ssica i algunes altres. Com veurem la de-
mostracio´ e´s pot realitzar des de punts de vista molt diferents i des d’a`rees ben
diferents de les matema`tiques. Aquesta possibilitat d’enfocament interdisciplinari
e´s una de les raons que fan aquest teorema especialment interessant.
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2Demostracions del teorema de Pick
2.1 Demostracio´ cla`ssica
La demostracio´ cla`ssica e´s segurament la me´s intu¨ıtiva, si be´ hi ha demostracions
me´s simples com veurem en aquest mateix treball. La demostracio´ s’estructura
en els segu¨ents passos:
1) Demostracio´ que si el teorema e´s valid per dos pol´ıgons simples reticulars
amb interiors disjunts i un costat en comu´, aleshores el teorema e´s va`lid per
a la unio´ dels pol´ıgons.
2) Demostracio´ del teorema per a qualsevol tipus de triangle reticular.
3) Demostracio´ que tot pol´ıgon simple reticular es pot descompondre en tri-
angles reticulars disjunts (triangulacio´)
Els tres punts anteriors proven el teorema de Pick. Efectivament, donat un
pol´ıgon simple reticular Q qualsevol, per 3) podem descompondre’l en triangles
reticulars disjunts, per 2) podem assegurar que el teorema e´s va`lid per a tots
aquests triangles i aplicant 1) reiteradament sobre la col·leccio´ de triangles, tenim
que el teorema es compleix per al pol´ıgon Q.
Per tant l’objectiu d’aquest apartat e´s demostrar els punts 1), 2) i 3).
Abans de comenc¸ar amb la demostracio´ del primer punt necessitem introduir la
segu¨ent notacio´:
2.1 Notacio´ Sigui Q un pol´ıgon, notarem com A(Q) a la seva a`rea i notarem
com P(Q) al resultat d’aplicar la fo´rmula de Pick al pol´ıgon (recordem que
P(Q) = I +B/2− 1).
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1) Demostracio´ que si el teorema e´s valid per dos pol´ıgons simples reticulars amb
interiors disjunts i un costat en comu´, aleshores el teorema e´s va`lid per a la unio´
dels pol´ıgons.
Me´s formalment es tracta de demostrar el segu¨ent teorema:
2.2 Teorema (unio´ de pol´ıgons simples reticulars) Siguin P1 i P2 dos pol´ıgons
simples reticulars amb interiors disjunts i un costat en comu´, i P = P1 ∪ P2.
Aleshores
(i) P(P ) = P(P1) + P(P2).
(ii) Si A(P1) = P(P1) i A(P2) = P(P2), llavors A(P ) = P(P ).
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Figura 2.1: unio´ de pol´ıgons simples reticulars: P = P1 ∪ P2.
Demostracio´. Siguin P1 i P2 dos pol´ıgons simples reticulars amb interiors dis-
junts i un costat en comu´, i sigui P el pol´ıgon resultant de la unio´, e´s a dir,
P = P1 ∪ P2 (veure figura 2.1). Sigui I el nombre de punts interiors de P , i B el
nombre de punts a la frontera de P . Siguin I1 i B1 el nu´mero de punts interiors i
punts frontera, respectivament, de P1. Siguin I2 i B2 el nu´mero de punts interiors
i punts frontera, respectivament, de P2. Sigui k el nombre de punts sobre el costat
comu´ de P1 i P2 (inclosos els extrems). Aleshores:
B = (B1 − k) + (B2 − k) + 2 = B1 +B2 − 2k + 2; (2.1)
I = I1 + I2 + k − 2. (2.2)
En els dos casos, el 2 correspon al nu´mero de ve`rtexs del costat comu´, e´s a dir,
als extrems.
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Ara veurem que efectivament A(P ) = P(P ). Aplicant la fo´rmula de Pick a P i
substituint B i I per les expressions obtingudes a les igualtats (2.1 i (2.2) tenim:
P(P ) = I + B
2
− 1
= I1 + I2 + k − 2 + B1 +B2 − 2k + 2
2
− 1
= I1 + I2 + k − 2 + B1
2
+
B2
2
− k + 1− 1
=
Ç
I1 +
B1
2
− 1
å
+
Ç
I2 +
B2
2
− 1
å
= P(P1) + P(P2) (i aplicant les hipo`tesis del teorema)
= A(P1) +A(P2)
= A(P ),
com vol´ıem demostrar. 2
Abans de provar el punt 2) d’aquest apartat necessitem un teorema previ sobre
rectangles:
2.3 Teorema (a`rea rectangles) Sigui R un rectangle reticular amb els costats
paral·lels als eixos. Aleshores,
A(R) = P(R).
Demostracio´. Sigui R un rectangle reticular de mida m × n (per tant m,n
so´n enters positius). Aleshores, R conte´ un total T = (m + 1)(n + 1) de punts
reticulars. El total de punts reticulars a la frontera, B, e´s
B = 2(m+ 1) + 2(n+ 1)− 4 = 2m+ 2n,
ja que els dos costats de llargada m tenen m+1 punts i els dos de llargada n tenen
n + 1 punts i hem de restar 4 per no sumar dues vegades els ve`rtexs. D’aquesta
manera es te´ que el total, I, de punts interiors e´s
I = T −B
= (m+ 1)(n+ 1)− (2m+ 2n)
= mn+m+ n+ 1− 2m− 2n
= mn−m− n+ 1,
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i, per tant,
P(R) = I + B
2
− 1
= mn−m− n+ 1 + 2m+ 2n
2
− 1
= mn
= A(R),
com vol´ıem provar. 2
2) Demostracio´ del teorema per a qualsevol tipus de triangle reticular.
Volem provar el segu¨ent teorema:
2.4 Teorema (a`rea dels triangles reticulars) Sigui T un triangle reticular.
Aleshores,
A(T ) = P(T ).
Demostracio´. Aquesta demostracio´ la realitzarem per casos:
Cas 1. Triangle rectangle amb catets paral·lels als eixos.
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Figura 2.2: Cas 1. Triangle rectangle amb catets paral·lels a eixos.
Sense pe`rdua de generalitat considerem el triangle rectangle, T , de la figura
2.2, amb la interseccio´ dels catets en l’origen de coordenades i per tant
m,n, positius (i enters ja que e´s un triangle reticular). Aix´ı els catets
tenen, respectivament, m+ 1 i n+ 1 punts reticulars. Sigui k el nombre de
punts reticulars sobre la hipotenusa (sense comptar els extrems), aleshores,
el nombre, B de punts a la frontera e´s:
B = m+ 1 + n+ 1 + k − 1 = m+ n+ k + 1
(restem 1 perque` sino´ estar´ıem contant el punt origen dues vegades).
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Ara volem calcular el nombre de punts interiors, I, del triangle T . Ho farem
partint del nombre de punts interiors del quadrat resultant de prendre el
triangle, T , i el seu sime`tric respecte de la hipotenusa (veure figura 2.2). El
nombre de punts interiors d’aquest quadrat e´s (m− 1)(n− 1) = mn−m−
n+ 1. Si ara restem els k punts de la diagonal tenim dues vegades el total
de punts a un costat de la diagonal. Per tant el total, I de punts interiors
de T e´s:
I =
mn−m− n+ 1− k
2
.
Finalment apliquem la fo´rmula de Pick a T :
P(T ) = I + B
2
− 1
=
mn−m− n+ 1− k
2
+
m+ n+ k + 1
2
− 1
=
mn+ 2
2
− 1
=
mn
2
= A(T ),
com vol´ıem demostrar.
Cas 2. Triangle amb un sol costat paral·lel als eixos de coordenades.
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Figura 2.3: Cas 2. Triangle amb un sol costat paral·lel als eixos.
Sense pe`rdua de generalitat considerem que el costat paral·lel als eixos e´s
l’horitzontal. Prenem el triangle ÌABC de la figura 2.3(a) i constru¨ım el
rectangle ADCE de la figura 2.3(b). Llavors ÌADB i ÌAEC so´n triangles
rectangles i aplicant el cas 1 tenim,
A(ÌADB) = P(ÌADB), (2.3)
A(ÌAEC) = P(ÌAEC). (2.4)
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I pel teorema 2.3,
A(ADCE) = P(ADCE). (2.5)
Aplicant la equacio´ (2.5), el teorema de unio´ de pol´ıgons simples reticulars
2.2 i les equacions (2.3) i (2.4) tenim:
A(ÌADB) +A(ÌABC) +A(ÌAEC) = A(ADCE)
= P(ADCE)
= P(ÌADB) + P(ÌABC) + P(ÌAEC)
= A(ÌADB) + P(ÌABC) +A(ÌAEC).
Finalment, cancel·lant termes a banda i banda, obtenim:
A(ÌABC) = P (ÌABC)
com vol´ıem demostrar.
Cas 3. Triangle sense costats paral·lels als eixos.
0 1 2 3 4 5
0
1
2
3
4
b b b
b
bbA
B
C
D
E
F
Figura 2.4: Cas 3. Triangle sense costats paral·lel als eixos.
De manera ana`loga al cas anterior (ara amb la figura 2.4) tenim:
A(ÌADB) +A(ÌABC) +A(ÌAEC)
+A(ÌBCF ) = A(ADFE)
= P(ADFE)
= P(ÌADB) + P(ÌABC) + P(ÌAEC) + P(ÌBCF )
= A(ÌADB) + P(ÌABC) +A(ÌAEC) +A(ÌBCF ).
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Finalment, cancel·lant termes a banda i banda, obtenim:
A(ÌABC) = P (ÌABC)
com vol´ıem demostrar. 2
3) Demostracio´ que tot pol´ıgon simple reticular es pot descompondre en triangles
reticulars disjunts (triangulacio´).
2.5 Definicio´ Donat un pol´ıgon P , una diagonal de P e´s un segment contingut
a P que uneix dos ve`rtexs no adjacents i que no conte´ cap altre ve`rtex a part dels
dos que uneix.
Volem demostrar que tot pol´ıgon simple reticular es pot triangular, e´s a dir,
e´s pot dividir en triangles, els ve`rtexs dels quals coincideixen amb ve`rtexs del
pol´ıgon, mitjanc¸ant diagonals que no es tallen. Abans de demostrar aquest punt
necessitem una definicio´ i un teorema:
2.6 Definicio´ Un vertex V d’un pol´ıgon simple P s’anomena ve`rtex sortint si
existeix una recta ` que passa per V i no interseca en cap altre cap punt el
pol´ıgon P .
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
ℓ
P
A
Figura 2.5: Exemple de ve`rtex sortint, A, en el pol´ıgon P .
2.7 Teorema (ve`rtexs sortints) Tot pol´ıgon simple te´ almenys dos ve`rtexs sor-
tints.
Demostracio´. (Veure figura 2.6) Sigui P un pol´ıgon simple amb ve`rtexs con-
secutius V1, V2, · · · , Vn, anomenarem `ij a la recta que passa per Vi i Vj. Sigui s
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una recta diferent de `ij (∀i, j = 1, · · · , n amb i 6= j). Sigui Aij el punt de tall
entre s i `ij. Sigui Bk la projeccio´ ortogonal de Vk (∀k = 1, · · · , n) sobre s. Sigui
O un punt de s diferent de Aij (∀i, j = 1, · · · , n amb i 6= j) situat de manera
que tots els punts Bk estiguin a un mateix costat de O.
Observem ara les semirectes OVk amb k = 1, · · · , n. Totes aquestes semirectes
so´n diferents dos a dos ja que O 6= Aij (∀i, j = 1, · · · , n). Per tant dues d’aquestes
semirectes determinen un angle dins el qual hi ha la resta de semirectes. Siguin
OVi i OVj) aquestes dues semirectes (en l’exemple de la figura 2.6 so´n OV1 i OV3),
per construccio´ sols tallen al pol´ıgon en un punt, els ve`rtexs Vi i Vj respectivament;
i donat que la prolongacio´ de les semirectes no te´ cap punt en comu´ amb el pol´ıgon,
Vi i Vj so´n dos ve`rtexs sortints de P tal i com vol´ıem demostrar. 2
V1
V2
V3
V4
V5
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
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A23
A34
A45
A15
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B5
P
Figura 2.6: Demostracio´ del teorema 2.7.
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Ara ja podem demostrar el teorema segu¨ent:
2.8 Teorema (triangulacio´ de pol´ıgons simples) Tot pol´ıgon simple es pot tri-
angular.
Demostracio´. Sigui P un pol´ıgon simple de n ve`rtexs. La demostracio´ es fara`
per induccio´ sobre n. Si n = 3 e´s clar que P e´s un triangle i el teorema queda
demostrat. Suposem ara que el teorema e´s cert per a qualsevol pol´ıgon de menys
de n ve`rtexs i veiem que aleshores el teorema e´s cert per a qualsevol pol´ıgon de
n ve`rtexs.
Sense pe`rdua de generalitat prenem A, un ve`rtex sortint del pol´ıgon simple P de
n ve`rtexs. Sigui ` una recta que passa per A i no talla el pol´ıgon en cap me´s punt
(ho podem fer pel teorema 2.7). Siguin B i C els dos ve`rtexs adjacents a A; es te´
que l’angle ∠BAC es menor de 180◦ (si no l tallaria el pol´ıgon). Aleshores tenim
dos possibles casos:
Cas 1. (Figura 2.7) Cap altre ve`rtex de P e´s a l’interior d’ÌABC, ni sobre el
segment BC. Per tant la diagonal BC divideix el pol´ıgon P en dos pol´ıgons
de menys de n ve`rtexs, i aplicant la hipo`tesi d’induccio´ el teorema queda
provat.
b
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ℓ
P
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bB
C
Figura 2.7: Demostracio´ del teorema 2.8. Cas 1.
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Cas 2. (Figura 2.8) El pol´ıgon P te´ un o me´s ve`rtexs a l’interior d’ÌABC o sobre
el segment BC. En aquest cas unim el ve`rtex A amb cadascun d’aquests
punts. Sigui AD el segment me´s pro`xim a AB. Aleshores, AD divideix P
en dos pol´ıgons de menys de n ve`rtexs, i aplicant la hipo`tesi d’induccio´, el
teorema queda provat. 2
b
b
ℓ
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b
b
b
b
D
Figura 2.8: Demostracio´ del teorema 2.8. Cas 2.
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2.2 Demostracio´ amb la fo´rmula d’Euler
En aquesta demostracio´ primer necessitarem dividir el pol´ıgon en triangles d’a`rea
1
2
i despre`s comptar quants triangles d’aquest tipus conte´ el pol´ıgon. Per poder-
ho fer introduirem algunes nocions ba`siques de teoria de grafs que ens permetran
tractar el pol´ıgon com un graf. E´s en aquesta u´ltima part de la demostracio´ on
utilitzarem l’anomenada fo´rmula d’Euler que ens permetra` relacionar el nombre
de triangles que composen el pol´ıgon amb el nombre de punts reticulars a l’interior
i a la frontera del pol´ıgon.
2.2.1 Triangles reticulars primitius
L’objectiu d’aquesta seccio´ es demostrar que tot pol´ıgon simple reticular es pot
descompondre en triangles reticulars de la mateixa a`rea, 1/2. Com ja hem vist
a la demostracio´ cla`ssica anomenem triangular a l’operacio´ de descompondre un
pol´ıgon en triangles.
Triangulacio´ d’un pol´ıgon simple reticular amb triangles reticulars
Aquest punt ja l’hem tractat a la demostracio´ cla`ssica, on s’ha demostrat que
tot pol´ıgon simple reticular, P , es pot descompondre en triangles reticulars, els
ve`rtexs del quals so´n ve`rtexs de P (veure teorema 2.8).
Triangulacio´ amb triangles primitius reticulars
2.9 Definicio´ Un pol´ıgon reticular primitiu e´s un pol´ıgon reticular sense punts
reticulars al seu interior, ni a la frontera (exceptuant els ve`rtexs).
De la definicio´ anterior es dedueix immediatament que un triangle primitiu te´ tan
sols 3 punts reticulars, els ve`rtexs.
2.10 Teorema (triangulacio´ en triangles reticulars primitius) Tot pol´ıgon sim-
ple reticular es pot descompondre en triangles reticulars primitius.
Demostracio´. Sigui P un pol´ıgon simple reticular, pel teorema 2.8 tot pol´ıgon es
pot triangular en triangles reticulars; per tant sols cal demostrar que un triangle
reticular es pot descompondre en triangles reticulars primitius. Sigui Tr = ÌABC
un triangle reticular amb r ≥ 0 punts reticulars a l’interior. Si Tr e´s primitiu el
teorema queda provat, altrament aplicarem induccio´ sobre r:
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Cas r = 0. (Tr = T0, veure figura 2.9). Com T0 no te´ punts interiors i tampoc
e´s primitiu, hi ha d’haver necessa`riament un o me´s punts a frontera. Sense
pe`rdua de generalitat suposem que almenys un o me´s d’aquests punts es
troben sobre el costat AB. Siguin aquests punts X1, X2, · · · , Xk, aleshores
els segments CX1, CX2, · · · , CXk divideixen el triangle ÌABC en triangles.
Donat que T0 no tenia punts interiors aquests nous triangles so´n primitius,
excepte, potser, Ó ACX1 i Ó CBXk. Si no hi ha punts reticulars sobre els
costats AC i CB els triangles Ó ACX1 i Ó CBXk so´n tambe´ primitius i l’ha
demostracio´ d’aquest cas ha acabat. En cas contrari, suposem que sobre
el costat AC hi ha els punts reticulars Y1, Y2, · · · , Ym; com T0 no te´ punts
interiors tenim que el triangle Ó ACX1 tampoc en te´, i, per tant, els segments
X1Y1, X1Y2, · · · , X1Yk divideixen Ó ACX1 en triangles primitius. El mateix
argument es pot utilitzar per demostrar que Ó CBXk es pot descompondre
en triangles primitius.
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Figura 2.9: Demostracio´ Teorema 2.10. Cas T0.
Cas r = 1. (Tr = T1, veure figura 2.10). Sigui V el punt reticular interior de
T1; els segments AV , BV i CV divideixen T1 en tres triangles reticulars,ÌAV C, ÌV BC i ÌABV , sense punts interiors. Aix´ı, aquest cas es redueix a
tres triangles del cas r = 0 i per tant T1 es pot descompondre en triangles
reticulars primitius.
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V
Figura 2.10: Demostracio´ Teorema 2.10. Cas T1.
Cas r > 1. (Veure figura 2.11). Suposem ara que el triangle Tr es pot descompon-
dre en triangles reticulars primitius per a tot r ≤ n i veiem que Tn+1 tambe´
es pot descompondre en triangles reticulars primitius. Prenem V un punt
interior de Tn+1. Aleshores els segments AV , BV i CV divideixen Tn+1 en
tres triangles reticulars, ÌAV C, ÌV BC i ÌABV , tots ells amb n o menys punts
reticulars a l’interior. Aplicant la hipo`tesi d’induccio´ aquests triangles es
poden descompondre en triangles reticulars primitius; per tant, qualsevol
pol´ıgon reticular es pot descompondre en triangles reticulars primitius, com
vol´ıem demostrar. 2
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Figura 2.11: Demostracio´ Teorema 2.10. Cas Tr amb r > 1.
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Per continuar amb la demostracio´ del teorema de Pick hem de veure que l’a`rea
d’un triangle reticular primitiu al pla e´s 1/2. Per poder provar-ho necessitarem
discutir als propers apartats els conceptes de punt visible, isometries del pla i
a`rea del paral·lelogram primitiu.
Punts visibles
Informalment, els punts visibles so´n aquells punts reticulars que un observador
situat a l’origen de coordenades pot veure. Aix´ı, per exemple, a Z2, el punt (1, 0)
e´s visible, pero` els punts (2, 0), (3, 0), · · · , (k, 0), · · · no so´n visibles perque` queden
”tapats”pel punt (1, 0). A continuacio´ ho definirem de manera me´s formal.
2.11 Definicio´ Una l´ınia reticular e´s una l´ınia que passa per dos o me´s punts
reticulars. Un segment reticular e´s un segment els extrems del qual so´n punts
reticulars. Sigui O l’origen de coordenades i OA un segment reticular, aleshores,
el punt A e´s visible ⇔ el segment OA no te´ cap altre punt reticular a part dels
extrems. Un punt reticular no visible s’anomena punt ocult.
En la figura 2.12 podem veure un exemple de punt visible i punt ocult.
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1 2 3 4 5 6−1−2
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Figura 2.12: Exemple. A e´s punt ocult i B e´s punt visible.
Ara hem d’enunciar dos lemes que necessitarem per provar un nou teorema:
2.12 Lema Si m i n so´n nombres enters, aleshores, mcd(m,n) e´s combinacio´
lineal de m i n, e´s a dir, ∃ s, t ∈ Z tq mcd(m,n) = sm+ tn.
Demostracio´. Aquest lema e´s un resultat forc¸a conegut. Es pot consultar la
prova a [10].
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2.13 Lema Siguin k,m i n nombres enters amb n i k relativament primers
(mcd(n, k) = 1). Si n | km, aleshores, n | m.
Demostracio´. Donat que n | km, km = nd per a algun enter d. Per una
altra banda com m.c.d(n, k) = 1, pel lema 2.12 existeixen enters s i t tals que
1 = sn+ tk. Per tant,
m = m(sn+ tk)
= smn+ tkm
= smn+ tnd
= n(sm+ td),
i donat que s,m, t i d so´n nombres enters sm + td tambe´ e´s enter i per tant
n | m. 2
2.14 Teorema (punts visibles) Un punt reticular P = (m,n) e´s visible ⇔ m i
n so´n relativament primers.
Demostracio´.
2.15 Observacio´ El teorema queda fa`cilment provat si m = 0 o n = 0. A
continuacio´ es prova la doble implicacio´ quan m,n 6= 0.
( =⇒ ) Sigui P = (m,n) un punt visible i OP un segment reticular amb extrems
a l’origen de coordenades, O, i a P . Per definicio´ de punt visible OP no
pot contenir cap punt reticular, tret dels extrems. Suposem que m i n
no so´n relativament primers; per tant mcd(m,n) = k > 1 i, m
k
i n
k
so´n
enters. Per una altra banda l’equacio´ de la recta que conte´ OP e´s y = n
m
x
i aquesta recta conte´ el punt (m
k
, n
k
), que, com hem vist abans, e´s un punt
de coordenades enteres i que, donat que k > 1, e´s un punt que es troba
entre l’origen de coordenades i P , contradient la hipo`tesi que P e´s un punt
visible; per tant tant mcd(m,n) = 1 com vol´ıem demostrar.
(⇐= ) Sigui P = (m,n) i OP un segment reticular amb extrems a l’origen de
coordenades, O, i a P . Sigui Q = (m′, n′) un punt reticular, diferent de O,
sobre OP . volem veure que Q = P necessa`riament. Per l’observacio´ 2.15
tenim m,n 6= 0; per tant m′, n′ 6= 0 ja que Q es troba sobre OP i Q 6= O.
Donat que P i Q es troben sobre la mateixa recta tenim n
m
= n
′
m′ i per tant
mn′ = m′n, d’on es dedueix que m | m′n i n | mn′. Pel lema 2.13 tenim
que n | n′ i m | m′ i per tant |m| ≤ |m′| i |n| ≤ |n′|, pero` donat que Q e´s
sobre OP es te´ |m′| ≤ |m| i |n′| ≤ |n|, d’on es conclou que m′ = m i n′ = n
i aix´ı P = Q, com vol´ıem demostrar. 2.
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Aquesta relacio´ entre el ma`xim comu´ divisor de les coordenades d’un punt i
la visibilitat del punt ens resultara` necessa`ria per a demostrar que l’a`rea d’un
triangle reticular primitiu e´s 1
2
. El teorema 2.14 i les propietats de les isometries es
combinaran als segu¨ents apartats per demostrar que l’a`rea d’un pol´ıgon reticular
primitiu e´s 1.
Isometries al pla
Per continuar la prova del teorema de Pick, en apartats segu¨ents necessitarem
poder ”moure”pol´ıgons reticulars i, alhora, assegurar-nos que la seva a`rea no
ha canviat, ja que el nostre objectiu e´s justament el ca`lcul de l’a`rea. Aquests
moviments del pla so´n les isometries que introdu¨ım a continuacio´.
2.16 Definicio´ Una isometria al pla e´s una funcio´ ϕ : R2 → R2 que preserva
dista`ncies, e´s a dir, per a qualsevol parella de punts x = (x1, x2) i y = (y1, y2) de
R2, ||ϕ(x)−ϕ(y)|| = ||x−y|| on ||x−y|| e´s la dista`ncia euclidiana entre els punts
x i y.
Les isometries preserven tambe´ els angles. Tot i que nosaltres no ho provarem,
una informacio´ me´s complerta sobre les isometries, els seus tipus, propietats i les
seves demostracions es pot trobar al llibre Linear Algebra de Poole David [10]. La
translacio´ i la rotacio´ so´n les dues isometries que utilitzarem en aquest apartat. La
primera la necessitarem per demostrar que l’a`rea d’un pol´ıgon reticular primitiu
e´s 1 i la segona per veure que l’a`rea d’un triangle reticular primitiu e´s 1
2
. Ens
sera` tambe´ u´til el fet de que la imatge d’un pol´ıgon per qualsevol translacio´ d’una
unitat paral·lela als eixos e´s tambe´ un pol´ıgon reticular.
Paral·lelograms primitius
Ara utilitzarem els resultats sobre punts visibles i isometries al pla per provar
que l’a`rea d’un paral·lelogram reticular primitiu e´s 1.
2.17 Proposicio´ Un paral·lelogram primitiu te´ a`rea 1.
Demostracio´. Sigui P un paral·lelogram primitiu, donat que una translacio´
e´s una isometria del pla podem efectuar una translacio´ sobre P sense alterar-ne
l’a`rea. Sigui ϕ : R2 → R2 la translacio´ que porta el ve`rtex inferior esquerra de
P a l’origen, siguin A = (m,n) i B = (i, j) respectivament el ve`rtex superior
esquerra i inferior dret i A + B = (m + i, n + j) el ve`rtex superior dret (veure
figura 2.13 ).
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Figura 2.13: Translacio´ de P a l’origen de coordenades.
E´s clar que el traslladat de P (a partir anomenarem P al seu traslladat a l’origen
de coordenades) segueix sent un paral·lelogram primitiu i per tant el segment OA
no conte´ cap punt reticular a part dels extrems; en consequ¨e`ncia el punt A e´s
visible i aplicant el teorema 2.14 tenim que m i n so´n relativament primers. Pel
lema 2.12 existeixen enters p i q tal que mp + nq = 1. Escollim aquests enters i
considerem la matriu
M =
(
p q
−n m
)
.
Observem que M e´s una matriu d’enters de determinant 1. Sigui T : R2 → R2
la transformacio´ lineal donada per T (~x) = M~x. Aleshores la imatge, T (P ), del
paral·lelogram P per T , te´ la mateixa a`rea que P , ja que el determinant de M e´s
1. Per tant calcularem l’a`rea de T (P ) enlloc de la de P ja que ens resultara` me´s
fa`cil (veure figura 2.14).
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Figura 2.14: Transformacio´ lineal T sobre paral·lelogram P .
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El ve`rtex inferior esquerre de T (P ) e´s l’origen, el ve`rtex superior esquerre e´s
(pi + qj,−ni + mj), el ve`rtex inferior dret e´s (1, 0) i el ve`rtex superior dret e´s
(pi + qj + 1,−ni + mj). Si anomenem u = pi + qj i v = −ni + mj, aleshores
tenim T ((0, 0)) = (0, 0), T (B) = (u, v), T (A) = (1, 0) i T (A+B) = (u+ 1, v). Si
v = 0 es te´ que els 4 ve`rtexs de T (P ) so´n col·lineals. Aixo` no e´s possible ja que
tindr´ıem que l’a`rea de P e´s zero i un pol´ıgon simple ha de tenir a`rea superior a
zero. Donat que v e´s un nombre enter e´s clar que |v| ≥ 1.
Suposem que v > 1. Aleshores hi ha dos costats de T (P ) que tallen la recta
y = 1 a els punts no reticulars P1 i P2, a dista`ncia unitat un de l’altre (veure figu-
ra 2.15). Donat que la recta y = 1 e´s una l´ınia reticular i P1 i P2 es troben sobre
ella a dista`ncia 1 i no so´n punts reticulars, necessa`riament hi ha d’haver un punt
reticular entre P1 i P2, i aquest punt e´s un punt interior de T (P ). Aixo` contradiu
el fet que T (P ) e´s un paral·lelogram reticular, per tant v ≤ 1. Ana`logament
utilitzant la recta y = −1 es conclou v ≥ −1. Per tant |v| = 1 i donat que |v| e´s
l’alc¸ada de T (P ) i la seva base e´s 1, l’a`rea de T (P ) e´s 1, i com l’a`rea de T (P ) e´s
la mateixa que la de P , l’a`rea de P e´s 1 com vol´ıem demostrar. 2
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Figura 2.15: Cas v > 1.
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A`rea d’un triangle reticular primitiu
L’objectiu d’aquest apartat e´s demostrar que l’a`rea d’un triangle reticular primi-
tiu e´s 1/2. Per aixo` necessitem algunes definicions i lemes previs.
2.18 Definicio´ Siguin v i w vectors de Z2. El paral·lelogram reticular determinat
per v i w e´s el conjunt de vectors u de R2 tal que u = av + bw amb a, b ∈ R,
0 ≤ a ≤ 1, 0 ≤ b ≤ 1.
2.19 Definicio´ Una base de Z2 e´s un conjunt, {u,v}, de dos vectors de Z2 tals
que per a tot w ∈ Z2 ∃ a, b ∈ Z tals que w = au + bv .
2.20 Proposicio´ El paral·lelogram reticular P determinat pels vectors linealment
independents v i w de Z2 e´s primitiu ⇔ {v,w} e´s una base de Z2.
Demostracio´. Siguin v i w dos vectors linealment independents de Z2, hem de
veure les dues implicacions.
( =⇒ ) Sigui P el paral·lelogram reticular primitiu determinat per v i w. Donat
que v i w so´n vectors linealment independents, formen una base de R2.
Sigui u ∈ Z2, aleshores u es pot escriure com a combinacio´ lineal de v i w.
Escollim a, b ∈ R tals que u = av + bw. Demostrarem que v i w generen
Z2, i per tant en so´n base, demostrant que a i b so´n necessa`riament enters.
Siguin a = bac+ a′ i b = bbc+ b′, notem que 0 ≤ a′ < 1 i 0 ≤ b′ < 1. Sigui
u0 ∈ R2 i u0 = a′v + b′w. Aleshores u0 = u − bacv − bbcw. Notem que
u0 ∈ Z2 ja que u,v i w ∈ Z2 i bac, bbc ∈ Z. Per una altra banda, donat
que a′ < 1 i b′ < 1 i que P e´s el paral·lelogram determinat per v i w, tenim
que u0 e´s un punt interior a P ; pero`, com P e´s primitiu, u0 ha de ser un
ve`rtex de P . Per tant, com a′ 6= 1 i b′ 6= 1, u0 = (0, 0); aix´ı a′ = 0, b′ = 0 i
a i b so´n enters, com vol´ıem demostrar.
(⇐= ) Sigui {v,w} base de Z2, per a qualsevol vector u ∈ Z2 es compleix
u = mv + nw per a certs enters m i n. Sigui P el paral·lelogram deter-
minat per v i w, suposem que u ∈ Z2 e´s a P i hem de demostrar que
necessa`riament u e´s un ve`rtex de P .
Donat que P e´s el paral·lelogram determinat per v i w podem escriure
u = av + bw on a, b ∈ R, 0 ≤ a < 1 i 0 ≤ b < 1. Per tant, m i n so´n 0 o´ 1 i
u e´s un ve`rtex de P , com vol´ıem demostrar. 2
2.21 Lema Si els vectors v i w corresponen a costats adjacents d’un triangle
reticular primitiu, T , aleshores v i w formen una base de Z2.
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Demostracio´. (veure figura 2.16). Siguin v i w dos vectors corresponents a
dos costats adjacents del triangle primitiu reticular T = ÌABC. Siguin P el
paral·lelogram determinat per v i w, i TC el complementari de T a P . Sigui
ϕ : R2 → R2 la rotacio´ d’angle pi respecte a punt mig del segment BC. Donat
que ϕ e´s una isometria al pla, preserva dista`ncies i angles i per tant ϕ(T ) = TC i
ϕ(TC) = T . Sigui X un punt reticular qualsevol, excepte un ve`rtex, a la frontera
o a l’interior de TC , aleshores, donat que ϕ(TC) = T , el punt ϕ(X) e´s a la frontera
(pero` no e´s un ve`rtex) o a l’interior de T , contradient el fet que T e´s un triangle
primitiu. Aix´ı podem concloure que TC e´s primitiu i tambe´ ho e´s P . Aplicant el
lemma 2.20 tenim {v,w} e´s una base de Z2 com vol´ıem demostrar. 2
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Figura 2.16: Demostracio´ lema 2.21.
2.22 Teorema (a`rea triangle primitiu) Tot triangle reticular primitiu te´ a`rea 1/2.
Demostracio´. Siguin, T un triangle reticular primitiu, i v i w dos vectors
corresponents a dos costats adjacents de T ; pel lemma 2.21 {v,w} e´s una base
de Z2; per la proposicio´ 2.17 l’a`rea de P e´s 1. Donat que T te´ la mateixa base i
alc¸ada que P , la seva a`rea e´s 1
2
, com vol´ıem demostrar. 2
Ara ja estem me´s aprop de demostrar el teorema de Pick, pero` abans introduirem
algunes definicions i lemes de la teoria de grafs que ens permetran pensar en la
triangulacio´ d’un pol´ıgon en triangles primitius reticulars en termes de grafs.
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2.2.2 Teoria de grafs: algunes nocions
2.23 Definicio´ Un graf G = (V,E), consisteix en un conjunt finit, no buit, V, i
un conjunt finit, E, de parelles d’elements de V. Els elements de V s’anomenen
ve`rtexs i els d’E, arestes.
2.24 Definicio´ Una representacio´ gra`fica d’un graf G = (V,E) consisteix en
assignar un punt en el pla a cada ve`rtex de V i una corba (cont´ınua) amb extrems
U i V (U, V ∈ V ) per cada aresta {U, V }. La representacio´ gra`fica no e´s u´nica.
2.25 Exemple La figura 2.17 representa el graf G = (V,E) que te´ 14 ve`rtexs.
V1, V2, · · · , V14 ∈ V i 20 arestes. Aquestes arestes so´n elements d’E i les represen-
tem com a parells {V1, V2}, {V2, V3}, · · · , etc. En les segu¨ents definicions sovint
utilitzarem aquest graf tambe´ com a exemple.
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Figura 2.17: Representacio´ gra`fica del graf G = (V,E).
2.26 Definicio´ Un graf G′ = (V′,E′) e´s un subgraf d’un graf G = (V,E) si
V′ ⊆ V i E′ ⊇ E.
Aix´ı, per exemple, G1 = (V1,E1) on V1 = {V7, V8, V9, V10, V11} i E1 = {{V7, V8},
{V8, V9}, {V8, V10}, {V8, V11}} e´s un subgraf de G.
2.27 Definicio´ Siguin U i V ve`rtexs d’un graf G = (V,E), un U − V recorregut
de longitud n e´s una successio´ de ve`rtexs de V
V0, V1, · · · , Vn
amb V0 = U , Vn = V i tal que ViVi+1 ∈ E per a tot 0 ≤ i ≤ n − 1. Un U − V
recorregut e´s tancat si U=V .
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2.28 Definicio´ Un U − V camı´ (o camı´ de U a V ) de longitud n e´s un U − V
recorregut de longitud n on tots els ve`rtexs so´n diferents.
En el graf G un camı´ de longitud 3 de V8 a V13 e´s V8, V11, V12, V13. Un altre
possible camı´ de longitud 3 de V8 a V13 e´s V8, V11, V14, V13.
2.29 Definicio´ Un cicle e´s un recorregut tancat de longitud almenys 3 tal que
tots els ve`rtexs so´n diferents, excepte el primer i l’u´ltim.
En el graf G el recorregut V1, V2, V3, V4, V5, V6, V1 e´s un cicle.
2.30 Definicio´ Si hi ha un camı´ entre cada parell de ve`rtexs d’un graf G, diem
que G e´s connex.
El graf G no e´s connex ja que, per exemple, no hi ha cap camı´ entre V7 i
V5. En canvi, el subgraf de G, G2 = (V2,E2) on V2 = {V3, V4, V5} i E2 =
{(V3, V4), (V4, V5), (V3, V5)} e´s connex.
2.31 Definicio´ Un arbre e´s un graf connex sense cicles.
El subgraf de G, G3 = (V3,E3) on V3 = {V7, V8, V9, V10, V11} i E3 = {{V7, V8},
{V8, V9}, {V8, V10}, {V8, V11}} e´s connex. En canvi, el subgraf de G, G4 = (V4,E4)
on V4 = {V11, V12, V13, V14} i E4 = {{V11, V12}, {V12, V13}, {V13, V14}, {V14, V11}}
no e´s un arbre perque` el camı´ V11, V12, V13, V14, V11 e´s un cicle.
2.32 Definicio´ Un graf planari e´s aquell que es pot representar al pla sense que
cap aresta es creui amb una altra. Una tal representacio´ es diu una representacio´
planaria.
El subgraf de G, G3 = (V3,E3) on V3 = {V7, V8, V9, V10, V11} i E3 = {(V7, V8),
(V8, V9), (V8, V10), (V8, V11)} e´s planari. En canvi el subgraf deG, G5 = (V5,E5) on
V5 = {V1, V2, V3, V4, V5, V6} i E5 = {{V1, V2}{V2, V3}, {V3, V4}, {V4, V5}, {V5, V6}
{V2, V5}, {V2, V4}, {V3, V5}, {V3, V6}, {V4, V6}} no e´s planari.
2.33 Definicio´ Sigui G = (V,E) un graf planari i considerem-ne una representa-
cio´ plana`ria. Identifiquem V amb els punts de la representacio´ i E amb les corbes
que representen les arestes. Cadascuna de les regions connexes de R2 \ E es diu
una cara del graf. Notem que una cara te´ per frontera una reunio´ d’arestes que
formen un cicle. Com que V i E so´n conjunts finits, la representacio´ planaria e´s
un conjunt fitat. Hi ha per tant una cara no fitada que es diu cara infinita.
La figura 2.18 mostraG6 = (V6,E6), subgraf deG, on V6 = {V1, V2, V3, V4, V5, V6}
i E6 = {(V1, V2), (V2, V3), (V3, V4), (V4, V5), (V5, V6), (V1, V3), (V3, V5)}. E´s un sub-
graf de 4 cares. Les cares, 1, 2 i 3 so´n les regions delimitades per les arestes del
graf i la cara 4 e´s la cara infinita, tot i que si considerem la projeccio´ estereogra`fica
sobre el pla la cara 4 esdeve´ cara acotada.
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Figura 2.18: G6, graf de 4 cares.
2.2.3 Fo´rmula d’Euler
La fo´rmula d’Euler ens donara` la relacio´ entre el nombre de ve`rtexs, arestes i
cares d’un graf planari; d’aquesta manera, pensant el pol´ıgon com un graf pla-
nari, podrem comptar el nombre de triangles reticulars primitius i determinar
l’a`rea total del pol´ıgon. A continuacio´ enunciem i demostrem dos lemes que ens
permetran provar la fo´rmula d’Euler per a grafs planaris.
2.34 Lema Si un graf G e´s un arbre, aleshores hi ha un u´nic camı´ entre qualsevol
parell de ve`rtexs de G.
Demostracio´. Siguin, G un arbre i, U i V dos ve`rtexs de G. Suposem que hi ha
dos camins de U a V : U = V0, V1, · · · , Vn−1, Vn = V i U = V ′0 , V ′1 , · · · , V ′m−1, V ′m =
V . Donat que un camı´ e´s una sequ¨e`ncia de ve`rtexs diferents, un ve`rtex no pot
apare`ixer me´s d’una vegada en un camı´. Sigui j > 0 el primer natural me´s petit
tal que V ′j = Vk per algun k, 0 < k ≤ n (j existeix ja que V ′m = V = Vn). El
camı´, U, V1, V2, · · · , Vk, V ′j−1, · · · , V ′2 , V ′1 e´s un cicle de G. Aixo` contradiu el fet
que que G e´s un arbre i per tant no hi pot haver dos camins diferents, com vol´ıem
demostrar. 2
2.35 Lema Si G e´s un arbre amb v ve`rtexs i e arestes , aleshores e = v − 1.
Demostracio´. Siguin G = (V,E) un arbre, i U un ve`rtex de G. Pel lema 2.34,
per cada ve`rtex, W ∈ V \{U}, hi ha un u´nic camı´ de U a W . Ara, per cada
ve`rtex W ∈ V \{U} associem l’u´ltima aresta en l’u´nic camı´ de U a W . Observem
que cada aresta de G e´s l’u´ltima aresta de l’u´nic camı´ de U a W per algun ve`rtex
W ∈ V \{U}. Com G e´s un arbre hi ha una corresponde`ncia biun´ıvoca entre
V\{U} i E. Per tant V\{U} i E tenen el mateix nu´mero d’elements i e = v− 1,
com vol´ıem demostrar. 2
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2.36 Lema (fo´rmula d’Euler) Si G e´s un graf connex i planari amb v ve`rtexs,
e arestes i f cares, aleshores v − e+ f = 2.
Demostracio´. Sigui G un graf planari i connex amb v ve`rtexs, e arestes i f
cares. Farem induccio´ sobre e. Si e = 0, com G e´s connex tan sols hi pot haver
un ve`rtex, per tant v = 0 i f = 1 i v−e+f = 1−0+1 = 2 com vol´ıem demostrar.
Suposem ara que e > 0 i que la fo´rmula d’Euler es compleix per tot graf de e− 1
arestes. Hem de demostrar que la fo´rmula e´s tambe´ correcte per un graf de e
arestes.
Si G no te´ cap cicle e´s un arbre. Aleshores f = 1 i pel lema 2.35 e = v − 1. Per
tant v − e+ f = v − (v − 1) + 1 = v − v + 1 + 1 = 2 com vol´ıem demostrar.
Si G te´ un o me´s cicles escollim un cicle qualsevol, C. Escollim, g, una de les
arestes de C. Sigui G′ el subgraf de G resultant de suprimir l’aresta g, aleshores,
G′ = (V,E\{g}). Donat que G e´s connex i hem tret una aresta d’un cicle, G′
tambe´ e´s connex. El graf G′ tambe´ e´s planari ja que e´s el resultat de suprimir una
aresta d’un graf planari. Per una altra banda, al suprimir una aresta d’un cicle,
hem disminu¨ıt en una unitat el nu´mero de cares (veure exemple figura 2.19), ja
que ara les regions a esquerra i dreta de la aresta que hem suprimit formen una
u´nica cara. Per tant G′ te´ f − 1 cares, e− 1 arestes (ja que hem suprimit una de
G) i v ve`rtexs. Aplicant hipo`tesi d’induccio´ a G′ tenim v − (e − 1) + (f − 1) =
2⇒ v − e+ 1 + f − 1 = 2⇒ v − e+ f = 2 com vol´ıem demostrar. 2
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Figura 2.19: Si suprimim l’aresta (V13, V14) el graf passa de tenir 2 cares a tenir-ne 1.
2.2. Demostracio´ amb la fo´rmula d’Euler 31
2.2.4 Provant el teorema de Pick
Ara ja podem combinar els resultats obtinguts a apartats anteriors sobre la tri-
angulacio´ de pol´ıgons reticulars, a`rea de triangles reticulars primitius i la fo´rmula
d’Euler, per provar el teorema de Pick.
2.37 Teorema (de Pick) Siguin P un pol´ıgon simple reticular, I el nombre de
punts reticulars interiors del pol´ıgon, i B el nombre de punts reticulars sobre la
frontera del pol´ıgon. Aleshores, l’a`rea, A(P ), del pol´ıgon e´s:
A(P ) = I + B
2
− 1.
Demostracio´. Pel teorema 2.10 el pol´ıgon P es pot descompondre en triangles
primitius. Observem que els costats d’aquests triangles no intersequen els uns
amb els altres i que cada punt reticular de P e´s el ve`rtex d’un o me´s d’aquests
triangles. Aix´ı, el graf G, que te´ per ve`rtexs els punts reticulars de P i per arestes
els costats dels triangles abans esmentats, e´s un graf planari i connex.
Siguin f, e i v el nombre de cares, arestes i ve`rtexs de G, respectivament, aleshores
hi ha f − 1 triangles primitius a P (cada cara de G e´s un triangle de P , excepte
la cara “infinita”). Pel teorema 2.22 l’a`rea d’un triangle primitiu e´s 1
2
, per tant,
l’a`rea de P e´s
A(P ) = 1
2
(f − 1). (2.6)
Anem a veure ara el nombre d’arestes de G. Cadascuna de les ei arestes que no
so´n arestes de la cara “infinita”de G e´s una aresta compartida per dos triangles
primitius reticulars. Cadascuna de les eb arestes de la cara infinita de G e´s el
costat d’un triangle primitiu reticular. Aix´ı tenim ei + eb = e ⇒ ei = e − eb.
Donat que hi ha f − 1 triangles primitius a G, aplicant la corresponde`ncia entre
costats i triangles podem escriure
3(f − 1) = 2ei + eb = 2(e− eb) + eb = 2e− 2eb + eb = 2e− eb.
I a¨ıllant f ,
f = 2(e− f)− eb + 3. (2.7)
Per la fo´rmula d’Euler e = v + f − 2. Substituint aquest resultat a 2.7 tenim,
f = 2(v − 2)− eb + 3. (2.8)
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Cadascuna de les eb arestes de G es pot associar amb un ve`rtex a la frontera de P
i, per tant, eb = B. Per una altra banda el total de ve`rtexs de G e´s la suma dels
punts interiors i els punts frontera de P . Aix´ı v = B + I. Substituint la igualtat
2.8 a 2.6 i expressant ev i v en termes de B i I tenim
A(P ) = 1
2
(f − 1)
=
1
2
(2(v − 1)− eb + 2)
=
1
2
(2((B + I)− 2)−B + 2)
= I +
B
2
− 1,
com vol´ıem demostrar. 2.
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2.3 Demostracio´ via teorema de Minkowski
En la demostracio´ via fo´rmula d’Euler (apartat 2.2) una de les parts me´s llargues
e´s demostrar que l’a`rea d’un triangle primitiu (veure definicio´ 2.9) e´s 1/2. Utilit-
zant el teorema de Minkowski [7], que veurem en aquest apartat, la demostracio´
e´s molt me´s senzilla. No farem la demostracio´ complerta del teorema de Pick ja
que e´s la mateixa que la de l’apartat 2.2, utilitzant el teorema de Minkowski [7]
per demostrar que l’a`rea del triangle primitiu e´s 1/2.
2.38 Teorema (de Minkowski) Sigui C una regio´ de Rn, convexa, acotada, i
sime`trica respecte a un punt reticular O. Si el volum de C e´s me´s gran que 2n,
aleshores C conte´ almenys un punt reticular diferent d’O.
2.39 Observacio´
En aquest apartat utilitzarem el teorema de Minkowski a R2. En dues dimensions
el teorema, molt intu¨ıtiu, es pot enunciar de la segu¨ent manera: sigui C una figura
convexa i sime`trica respecte a un punt reticular O. Si l’a`rea de C e´s me´s gran
que 4 vegades l’a`rea d’una cel·la del reticle, aleshores, a l’interior de C hi ha com
a mı´nim un punt reticular diferent d’O (veure exemple de la figura 2.20).
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Figura 2.20: Exemple teorema de Minkowski a R2.
Demostracio´. (Teorema de Minkowski a Rn) Sense pe`rdua de generalitat, per
simetria, podem suposar O = (0, 0). Sigui la funcio´ ϕ : Rn → R,
ϕ(x) =

1 si x ∈ C
2
= {y
2
: y ∈ C};
0 altrament.
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Ara definim la funcio´ Φ(x),
Φ(x) =
∑
λ∈Zn
ϕ(x+ λ).
La funcio´ Φ e´s acotada i integrable a [0, 1]n (ja que C
2
e´s fitat i x + λ ∈ C
2
un
nombre finit de vegades), aix´ı∫
[0,1]n
Φ(x) dx =
∫
[0,1]n
∑
λ∈Zn
ϕ(x+ λ) dx =
∑
λ∈Zn
∫
[0,1]n
ϕ(x+ λ) dx
=
∫
Rn
ϕ(x) dx = vol
C
2
=
vol(C)
2n
> 1.
Donat que Φ e´s una funcio´ entera i la integral e´s superior a 1, resulta que Φ(x) ≥ 2
en algun punt x. E´s a dir, hi ha dos punts a C
2
, x+ λ1 i x+ λ2, la difere`ncia dels
quals te´ coordenades enteres i diferents de (0, 0) ja que λ1 6= λ2 . Siguin P12 = x+λ1
i P2
2
= x + λ2, amb P1, P2 ∈ C, aquests punts (per tant P1−P22 = λ1 − λ2 e´s un
punt reticular diferent de zero). Com P2 ∈ C, per simetria tenim −P2 ∈ C, i com
P1 ∈ C, per convexitat tenim P1−P22 ∈ C. Per tant P1−P22 e´s un punt reticular de
C, diferent de zero, com vol´ıem demostrar. 2
Ara utilitzarem el Teorema de Minkowski per demostrar que l’a`rea d’un triangle
primitiu e´s 1
2
.
2.40 Teorema L’a`rea de tot triangle primitiu e´s 1
2
.
Demostracio´. Sigui ÌABC un triangle primitiu. Si el rotem 180◦ obtenim el
triangle  A1B1C1 (veure figura 2.21 a)). Ara fem una translacio´ sobre  A1B1C1
de manera que el costat B1C1 coincideixi amb el costat CB del triangle original
(veure figura 2.21 b)). Recordem que a l’apartat sobre isometries al pla hem vist
que tant la rotacio´ com la translacio´ so´n isometries i per tant conserven angles i
dista`ncies i envien pol´ıgons reticulars a pol´ıgons reticulars. Donat que els u´nics
punts reticulars d’ÌABC so´n els ve`rtexs, la nova figura tan sols te´ punts reticulars
als ve`rtexs.
Si repetim l’ultim proce´s per els altres costats d’ÌABC, obtenim una figura
triangular sense punts reticulars a l’interior (veure figura 2.21 c)). Si rotem
aquest triangle 180◦ obtenim una figura acotada, convexa i sime`trica respecte a
B (veure figura 2.21 d)).
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Figura 2.21: Rotacions i traslacions del triangle ÌABC.
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L’u´nic punt reticular d’aquesta figura e´s B, que, per simetria, podem prendre com
l’origen de coordenades. Pel teorema de Minkowski aquesta figura te´ un a`rea de
4 com a ma`xim i, donat que la figura conte´ 8 vegades l’a`rea d’ÌABC dedu¨ım que
l’a`rea d’ÌABC e´s 1/2 com a ma`xim.
Si ara demostrem que l’a`rea d’ÌABC e´s 1/2 com a mı´nim, ja haurem demos-
trat el teorema. Siguin (x1, y1), (x2, y2), i (x3, y3) les coordenades de A,B, i C
respectivament, l’a`rea d’ÌABC e´s el valor absolut del determinant
1
2
∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1
∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Donat que totes les coordenades so´n enteres, el valor absolut del determinant ha
de ser igual o superior a 1 i, per tant, l’a`rea d’ÌABC e´s 1/2 com a mı´nim, com
vol´ıem demostrar. 2
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2.4 Prova amb teoria de difusio´ de la calor
Una prova molt elegant i me´s conceptual que les que hem vist als apartats ante-
riors e´s la que proposa Christian Blatter [2] utilitzant la teoria de la difusio´ de
calor.
Sigui P un pol´ıgon simple reticular al pla. Suposem que a temps 0 hi ha una
unitat de calor a cada punt reticular del pla. Aquesta unitat de calor es distribuira`
pel pla per difusio´ i, a temps ∞, estara` uniformement distribu¨ıda amb densitat
1. Per tant la quantitat de calor continguda a P sera` igual a la seva a`rea, A(P ).
Ara veurem que podem calcular la calor continguda a P en funcio´ u´nicament
dels punts reticulars a l’interior i a la frontera de P , obtenint com a resultat la
fo´rmula de Pick. Efectivament, si prenem el punt mig, m, de dos punts reticulars
sobre un costat, e, del pol´ıgon P , veiem que aquest punt e´s un centre de simetria
del reticle i per tant no hi ha flux de calor a trave´s del segment que uneix els dos
punts.
En la figura 2.22 podem observar com el sime`tric respecte a m del punt reticular
(x, y) e´s un altre punt reticular, (a + c − x, b + d − y). Si considerem els dos
semiplans formats per la recta que conte´ e, per simetria, es dedueix que el flux
des qualsevol punt (x, y) al semipla` que no el conte´, a trave´s de e, e´s igual al flux
des de (a+ c− x, b+ d− y) al semipla` que no el conte´, a trave´s de e. Per tant no
hi ha flux de calor a trave´s de e.
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Figura 2.22: El punt m e´s un centre de simetria del reticle.
2.4. Prova amb teoria de difusio´ de la calor 37
Donat que cada costat te´ dos punts reticulars als extrems, sempre podem subdividir-
lo en segments que uneixen dos punts reticulars i per tant es conclou que no hi
ha flux de calor a trave´s de cap dels costats del pol´ıgon. En consequ¨e`ncia la calor
continguda al pol´ıgon tan sols pot provenir dels punts interiors i dels punts a la
frontera.
Donat que no hi ha flux de calor entre l’interior i l’exterior del pol´ıgon P , els punts
interiors aporten una unitat de calor al total contingut al pol´ıgon i els punts sobre
els costats (excepte els ve`rtexs) n’aporten 1/2. Per considerar la calor que aporten
els ve`rtexs de P , l’orientem de manera que l’interior quedi a l’esquerra al reco´rrer
la frontera. La calor aportada per cada ve`rtex e´s 1/2− αi/2pi, on observem que
cada αi pot tenir valor positiu o negatiu (veure figura 2.23).
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Figura 2.23: girs d’angle αi.
Si anomenem V al nombre de ve`rtexs, tenim
V∑
i=1
αi = 2pi,
i la suma de la calor aportada per tots els ve`rtexs e´s
V∑
i=1
1
2
− αi
2pi
=
V
2
− 2pi
2pi
=
V
2
− 1.
Per tant, si anomenem I al nombre de punts interiors a P , C al nombre de punts
sobre el costat (exceptuant els ve`rtexs) i B(= C + V ) al nombre total de punts
sobre la frontera, la calor continguda a P e´s
I +
C
2
+
V
2
− 1 = I + B
2
− 1,
com vol´ıem demostrar. 2
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Enlloc de la teoria de difusio´ de calor, tambe´ es pot considerar el pla amb un
cilindre de gel de volum 1 a cada punt reticular, a temps zero. Aleshores, a
temps infinit l’aigua estara` distribu¨ıda pel pla i l’a`rea de P sera` igual al volum
d’aigua que conte´.
3Generalitzacions i connexions del
teorema de Pick
3.1 Pol´ıgons amb forats
3.1 Definicio´ Sigui P un pol´ıgon reticular, un forat de P e´s un pol´ıgon reticular
contingut a P sense punts de frontera en comu´ (a l’exemple de la figura 3.1 hi
podem veure un pol´ıgon amb dos forats).
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Figura 3.1: Pol´ıgon amb dos forats.
3.2 Teorema (de Pick per pol´ıgons amb n forats) Siguin Q un pol´ıgon simple
reticular amb n forats, I el nombre de punts reticulars interiors del pol´ıgon, i B el
nombre de punts reticulars sobre la frontera del pol´ıgon. Aleshores, l’a`rea, A(Q),
del pol´ıgon e´s:
A(Q) = I + B
2
− 1 + n.
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3.3 Exemple En la figura 3.1 el pol´ıgon ABCDE te´ dos forats, aleshores, pel
teorema anterior tenim
A(ABCDE) = 3 + 15
2
− 1 + 2 = 23
2
.
Demostracio´. (del teorema de Pick per pol´ıgons amb n forats) Sigui P un
pol´ıgon simple reticular amb n forats i P ′ el pol´ıgon simple resultant de suprimir
els forats de P . Aleshores, pel teorema de Pick
A(P ′) = P(P ′) = I0 + B0
2
− 1
on I0 i B0 son respectivament el nombre de punts interiors i de punts a la frontera
de P ′.
Siguin Pi (i = 1, · · · , n) cada un dels n forats i siguin Ii i Bi (i = 1, · · · , n) el
nombre de punts interiors i de frontera de Pi. Aleshores
A(P ) = A(P ′)−
n∑
i=1
A(Pi)
on
A(Pi) = P(Pi) = Ii + Bi
2
− 1.
D’una altra banda tenim
I = I0 −
n∑
i=1
Ii −
n∑
i=1
Bi,
B = B0 +
n∑
i=1
Bi,
on I i B son els punts interiors i frontera de P . Per tant,
A(P ) = A(P ′)−
n∑
i=1
A(Pi)
= I0 +
B0
2
− 1−
n∑
i=1
Ç
Ii +
Bi
2
− 1
å
= I0 +
B0
2
− 1−
n∑
i=1
Ii −
n∑
i=1
Bi
2
+
n∑
i=1
1
= I0 +
B0
2
− 1−
n∑
i=1
Ii +
n∑
i=1
Bi
2
−
n∑
i=1
Bi + n
=
(
I0 −
n∑
i=1
Ii −
n∑
i=1
Bi
)
+
1
2
(
B0 +
n∑
i=1
Bi
)
− 1 + n
= I +
B
2
− 1 + n,
com vol´ıem demostrar. 2
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3.2 Pol´ıgons en un pla de l’espai
En aquest apartat estudiarem el teorema de Pick aplicat a pol´ıgons simples reti-
culars en l’espai, e´s a dir, pensem en un pla a l’espai (que conte´ punts reticulars)
i un pol´ıgon contingut en aquest pla, amb tots els seus ve`rtexs sobre punts de
coordenades enteres. Concretament explorarem idees contingudes en l’article [1]
respecte problemes inversos de Pick, com per exemple:
Un quadrila`ter amb ve`rtexs (0, 0, 0), (−7, 8, 3), (−10, 10, 6) i (−8, 7, 6), contingut
al pla 9x+ 6y + 5z = 0, quants punts reticulars conte´?
Aquesta e´s una pregunta raonable ja que per a un pol´ıgon a l’espai e´s me´s fa`cil
calcular l’a`rea que el nombre de punts reticulars que conte´. L’article [1] presenta
algorismes que solucionen aquest problema. Donat que e´s un article de gran
complexitat n’explorem algunes idees sense profunditzar en les demostracions.
3.2.1 Variacions del teorema de Pick
Transformacions lineals
D’alguna manera, el teorema de Pick es preserva sota transformacions lineals si
pensem en les imatges del conjunt de punts reticulars del pla com el nou conjunt
de punts reticulars resultant d’un canvi de variables. Per exemple, considerem
l’aplicacio´ lineal T donada per
x′ = 2x+ y,
y′ = y,
o, en notacio´ matricial
(
2 1
0 1
)(
x
y
)
=
(
x′
y′
)
.
Sota aquesta transformacio´ el conjunt de punts reticulars del pla de la figura
3.2 a) e´s transforma en el conjunt de punts de la figura 3.2 b). Aix´ı, el qua-
drila`ter d’a`rea unitat, amb ve`rtexs a (0, 0), (0, 1), (1, 0) i (1, 1), es transforma en
el quadrila`ter amb ve`rtexs (0, 0), (1, 1), (2, 0) i (3, 1), que te´ a`rea 2, seguint el
resultat ba`sic d’a`lgebra lineal segons el qual el factor conversor d’a`rees e´s el valor
absolut determinant de la matriu de la transformacio´. Efectivament,
∣∣∣∣∣ 2 10 1
∣∣∣∣∣ = 2× 1− 1× 0 = 2.
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Figura 3.2: Transformacio´ lineal T .
Tant el primer com el segon quadrila`ter els anomenarem quadrila`ters unitat.
D’aquesta manera, en el teorema de Pick, l’a`rea es pot interpretar com la quanti-
tat de paral·lelograms unitat que un pol´ıgon donat conte´. Aix´ı dons, l’a`rea d’un
pol´ıgon simple amb ve`rtexs a punts de la figura 3.2 a) e´s
A = I + B
2
− 1,
i l’a`rea d’un pol´ıgon amb els seus ve`rtexs sobre els punts resultants d’una trans-
formacio´ lineal sobre els punts de la figura 3.2 a), si prenem com a refere`ncia
l’a`rea del paral·lelogram unitat abans de la transformacio´ i anomenem U a l’a`rea
del paral·lelogram unitat despre`s de la transformacio´, e´s
A = U
Ç
I +
B
2
− 1
å
. (3.1)
Teorema de Pick en una dimensio´
Considerem el segment amb extrems els punts reticulars (0, 0) i (a, b). Per a
qualsevol enter n, el punt (na, nb) e´s tambe´ un punt reticular sobre la recta
que passa per (0, 0) i (a, b). Pel teorema 2.14, si a i b so´n relativament primers
el segment no conte´ cap punt reticular excepte els extrems. En general, donat
el segment amb extrems els punts reticulars (0, 0) i (a, b) amb d = mcd(a, b),
aleshores (a/d, b/d), (2a/d, 2b/d), · · · , ((d − 1)a/d, (d − 1)b/d) so´n els I = d − 1
punts reticulars interiors del segment. Aixi podem enunciar el lemma:
3.4 Lema Donat el segment del pla, d’extrems (0, 0) i (a, b), amb a, b ∈ Z i
d = mcd(a, b), aleshores, a me´s dels extrems, aquest segment contindra` d − 1
punts reticulars.
E´s clar que la dista`ncia, U , entre aquests punts e´s
U =
√
a2 + b2
d
, (3.2)
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i, per tant, si I e´s el nombre de punts reticulars interiors del segment, podem
expressar la seva longitud, L, com
L = (I + 1)
√
a2 + b2
d
. (3.3)
Aquesta fo´rmula ens do´na la longitud del segment en funcio´ dels punts reticulars
interiors que conte´, i, per tant, podr´ıem considerar-la com fo´rmula de Pick en una
sola dimensio´.
3.2.2 Punts reticulars d’un pla a l’espai
De la mateixa manera que sobre una recta, els punts reticulars, si n’hi ha, es
distribueixen seguint un patro´ regular, el mateix passa sobre un pla a l’espai.
Considerem el pla P amb equacio´ x + 2y + 4z = 8. Els punts reticulars sobre la
part d’aquest pla continguda al primer octant estan representats en la figura 3.3
(esquerra). La projeccio´ dels punts reticulars continguts a P sobre el pla z = 0
te´ lloc sobre punts reticulars del pla z = 0, representats com punts so`lids a la
figura 3.3 (dreta). Per exemple, el punt (2, 1, 1) es projecte sobre el punt (2, 1)
que apareix com un punt so`lid a la figura de la dreta.
Aix´ı dons, si projectem tots els punts reticulars del pla P sobre z = 0 el que
en resulta e´s un conjunt de punts que es poden entendre com la imatge d’una
transformacio´ lineal sobre els punts reticulars del pla z = 0, i, per tant, podem
aplicar la equacio´ 3.1 per calcular a`rees de pol´ıgons simples reticulars continguts
en aquest pla.
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Figura 3.3: Triangle reticular a l’espai.
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El que ens interessa ara e´s, donada l’equacio´ d’un pla i els ve`rtexs del pol´ıgon,
poder calcular el nombre de punts reticulars que conte´. Per fer aixo` sera` me´s
convenient prendre plans que passin per l’origen; el resultat no se’n veura` afectat
ja que donat un pla que conte´ un pol´ıgon, sempre podrem traslladar-lo a un de
paral·lel que passi per l’origen.
Plans reticulars
3.5 Definicio´ Anomenarem pla reticular a tot pla de l’espai que contingui tres
punts reticulars no co-lineals, un d’ells l’origen.
L’equacio´ d’un pla reticular e´s necessa`riament de la forma ax+ by + cz = 0 amb
a, b i c enters, no tots nuls. Efectivament, si un pla P conte´ tres punts reticulars
no col·lineals de coordenades (0, 0, 0), (x1, y1, z1) i (x1, y1, z1), aquests tres punts
determinen els vectors u1 = (x1, y1, z1) i u2 = (x2, y2, z2) amb producte vectorial
u1 × u2 = (a, b, c) tal que a, b i c so´n enters i no tots zero ja que el producte
vectorial de u1 i u2 no pot ser zero.
De la mateixa manera, sigui ax + by + cz = 0 l’equacio´ d’un pla P , amb a, b
i c enters, no tots zero. Sigui, sense pe`rdua de generalitat, b diferent de zero.
Aleshores, (0, 0, 0), (b,−a, 0) i (0, c,−b) so´n punts no col·lineals. Per tant tot pla
de la forma ax+ by + cz = 0 amb a, b i c enters, no tots nuls, e´s un pla reticular.
L´ınies de nivell de punts reticulars
Com hem vist en l’exemple anterior, els punts reticulars semblen estar organitzats
sobre l´ınies rectes, seguint patrons regulars de distribucio´. Aquestes rectes, si
observem el pla com una superf´ıcie, so´n l´ınies de nivell.
3.6 Definicio´ Anomenarem l´ınies de nivell de punts reticulars d’un pla, a les
l´ınies de nivell que continguin punts reticulars.
Considerem el pla reticular P d’equacio´ ax+ by+ cz = 0 tal que mcd(a, b, c) = 1
(si no e´s aix´ı sempre podem dividir l’equacio´ per mcd(a, b, c) i obtenir uns nous
coeficients enters, a′, b′ i c′, amb mcd(a′, b′, c′) = 1). Considerem tambe´ que els
tres coeficients so´n diferents de zero (en cas contrari el problema que ens proposem
estudiar encara seria me´s simple). Aleshores, el pla P interseca el pla Z = 0 en
la recta ax+ by = 0, e´s a dir la l´ınia de nivell zero de P .
La figura 3.4 representa el pla (z = 0) amb els punts reticulars i la projeccio´ de
les l´ınies de nivell, ax+ by = k, del pla x+ 2y + 4z = 0, per k = −1, 0, 1, 2, 3, 4 i
5.
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Figura 3.4: L´ınies de nivell de punts reticulars.
E´s clar que valors de k mu´ltiples de 4 corresponen a valors enters de z, i, per
tant, els punts sobre aquestes l´ınies de nivell, representats amb punts so`lids, so´n
la projeccio´ dels punts reticulars del pla P sobre z = 0.
Observem ara que la l´ınia de nivell 0, ax+by = 0, conte´ els punts reticulars (0, 0, 0)
i (b,−a, 0). Donat que estem en el pla z = 0 podem obviar la tercera coordenada
i treballar sobre el pla real. Tal com hem vist a l’apartat 3.2.1 (teorema de Pick
en una dimensio´), si d = mcd(a, b), aleshores
Ä
na
d
, nb
d
ä
e´s un punt reticular per a
tot n enter i el punt
Ä
a
d
, b
d
ä
e´s adjacent al punt (0, 0) en aquesta l´ınia de nivell. A
me´s, l’espai entre aquest dos punts marca el patro´ de distribucio´ de la resta de
punts reticulars sobre la recta.
En el cas general, ax+ by = k amb k ∈ Z, sabem (per teoria dels nombres) que la
combinacio´ lineal entera positiva me´s petita de a i b, ax+ by, es el ma`xim comu´
divisor de a i b, d = mcd(a, b), i, per tant, totes les combinacions lineals enteres
de a i b so´n mu´ltiples de d. Aix´ı, totes les l´ınies de nivell de punts reticulars es
projecten en el pla sobre rectes d’equacio´ ax+ by = nd per tot n ∈ Z.
Cadascuna d’aquestes rectes, ax + by = nd, es corresponen amb l´ınies de nivell
del pla P , pero` no totes elles corresponen a valors enters de la coordenada z. Les
rectes que es corresponen amb valors enters de z so´n precisament les projeccions
de les l´ınies de nivell de punts reticulars de P . Donat que l’equacio´ de P e´s
ax+ by + cz = 0 e´s te´ cz = −nd, i
z = −nd
c
.
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Donat que a, b i c so´n relativament primers, d i c tambe´ ho so´n. Per tant z sera`
enter sols si c divideix a n. Aix´ı, les projeccions sobre el pla real de les l´ınies de
nivell de punts reticulars de P han de satisfer
ax+ by = cmd
per tot m ∈ Z amb la corresponent coordenada z = −md.
Per una altra banda, les rectes ax + by = d i ax + by = 0 so´n adjacents com
a rectes projectades de l´ınies de nivell de punts reticulars de P . Si (x0, y0) e´s
una solucio´ entera de ax + by = d, aleshores, el conjunt de punts determinat
pels mu´ltiples enters del vector [x0, y0] esta` en bijeccio´ amb el conjunt de rectes
projectades de l´ınies de nivell de punts reticulars de P , d’equacio´ ax + by = nd
per tot m ∈ Z. Per tant, els punts [cmx0, cmy0] es corresponen (so´n projectats)
amb punts reticulars del pla P .
De tot l’anterior se’n despre`n el lema segu¨ent:
3.7 Lema Sigui P un pla reticular amb equacio´ ax+ by+ cz = 0, amb a, b, c ∈ Z
no nuls i relativament primers. Siguin d = mcd(a, b) i (x0, y0) una solucio´ entera
de ax+ by = d i m,n ∈ Z. Aleshores els punts reticulars de P tenen coordenadesÇ
cmx0 +
nb
d
, cmy0 − na
d
,−md
å
.
En notacio´ vectorial podem expressar aquests punts comñ
cmx0 +
nb
d
, cmy0 − na
d
,−md
ô
= m[cx0, cy0,−d] + n
ñ
b
d
,
a
d
, 0
ô
, (3.4)
i els vectors [cx0, cy0,−d] i [ bd , ad , 0] formen una base de l’espai de punts reti-
culars del pla P . Aquesta base determina un paral·lelogram unitat, i, el pro-
ducte vectorial d’aquests dos vectors (−a,−b,−c) en determina la seva a`rea,
U =
√
a2 + b2 + c2 i, per tant, podem aplicar l’equacio´ 3.1 per enunciar el segu¨ent
teorema:
3.8 Teorema (Teorema de Pick en l’espai) Sigui Q un pol´ıgon reticular a l’es-
pai, contingut en un pla P amb equacio´ ax+ by+ cz = 0 amb a, b i c relativament
primers. Sigui B el nombre de punts reticulars a la frontera de Q i I el seu
nombre de punts reticulars interiors, aleshores, l’a`rea, A(Q), de Q, ve donada
per
A(Q) =
√
a2 + b2 + c2
Ç
I +
B
2
− 1
å
.
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Com exemple podem considerar el pla P amb equacio´ x + 2y + 4z = 0. Aquest
pla e´s paral·lel al de la figura 3.3, i per tant, a efectes d’aplicacio´ del teorema de
Pick ambdo´s plans so´n equivalents. Donat que d = mcd(1, 2) = 1, necessitem
trobar una solucio´ entera de l’equacio´ x + 2y = 1, per exemple (x0, y0) = (1, 0).
D’aquesta manera, aplicant l’equacio´ 3.4, obtenim els vectors
(4)(1), (4)(0),−(1)] = [4, 0,−1] i î2
1
,−1
1
, 0
ó
= [2,−1, 0].
El producte vectorial d’aquests dos vectors e´s [−1,−2,−4], i per tant l’a`rea del
paral·lelogram unitat e´s √21. D’aquesta manera, l’a`rea del triangle de la figura
3.3 (amb 8 punts a la frontera i 1 interior), utilitzant el teorema de Pick en l’espai,
e´s
A(Q) =
√
21
Ç
1 +
8
2
− 1
å
= 4
√
21.
En general es me´s dif´ıcil comptar els punts interiors d’un pol´ıgon a l’espai que
calcular-ne l’a`rea. E´s per aixo` que el teorema de Pick a l’espai e´s mes u´til per a
calcular el nombre de punts interiors d’un pol´ıgon a l’espai, que per calcular-ne
l’a`rea.
Una altra fo´rmula per l’a`rea
Com hem vist a l’apartat anterior,
√
a2 + b2 + c2 e´s l’a`rea del paral·lelogram
unitat resultant dels punts reticulars del pla P amb equacio´ ax + by + cz = 0
i a, b, c ∈ Z no nuls i relativament primers. Si ara projectem els dos vectors
base dels punts reticulars del pla obtenim els vectors [cx0, cy0, 0] i [
b
d
,−a
d
, 0]. El
producte vectorial d’aquests dos vectors e´sñ
0, 0,−cax0
d
− cby0
d
ô
= − c
d
[0, 0, ax0 + by0] = − c
d
[0, 0, d] = −c[0, 0, 1],
i per tant, l’a`rea del paral·lelogram definit per aquests dos vectors es |c|. Aix´ı, si
A e´s l’a`rea d’un pol´ıgon Q contingut al pla P i Axy e´s l’a`rea de la projeccio´ del
pol´ıgon Q sobre el pla z = 0, aleshores
A
Axy
=
√
a2 + b2 + c2
|c| .
Si fem el mateix pel pla x = 0 i y = 0 obtenim
A
Axz
=
√
a2 + b2 + c2
|b|
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i
A
Ayz
=
√
a2 + b2 + c2
|a| .
Per tant
A =
√
a2 + b2 + c2
Axy
|c| =
√
a2 + b2 + c2
Axz
|b| =
√
a2 + b2 + c2
Ayz
|a| , (3.5)
i treballant una mica me´s aquestes expressions obtenim la segu¨ent fo´rmula per
l’a`rea d’un pol´ıgon a l’espai:
A =
√
a2 + b2 + c2
Axy
|c|
=
√
a2A2xy
c2
+
b2A2xy
c2
+
c2A2xy
c2
=
√
a2A2yz
a2
+
b2A2xz
b2
+
c2A2xy
c2
=
»
A2yz + A
2
xz + A
2
xy.
(3.6)
E´s a dir, podem calcular l’a`rea del pol´ıgon sense necessitat de cone`ixer l’equacio´
del pla!
Considerem l’exemple que posa`vem a l’inici d’aquest apartat: un quadrila`ter
amb ve`rtexs (0, 0, 0), (−7, 8, 3), (−10, 10, 6) i (−8, 7, 6), contingut al pla 9x +
6y + 5z = 0. La projeccio´ d’aquest quadrila`ter sobre el pla z = 0 dona lloc a un
quadrila`ter amb ve`rtexs (0, 0), (−7, 8), (−10, 10) i (−8, 7). Podem veure aquesta
projeccio´ a la figura 3.5 i comprovar que conte´ 9 punts reticulars interiors i 4
punts reticulars a la frontera. Aplicant el teorema de Pick sobre aquesta projeccio´
podem calcular-ne l’a`rea:
Axy = 9 +
4
2
− 1.
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Figura 3.5: Projeccio´ sobre pla z = 0.
Donat que coneixem l’equacio´ del pla, aplicant l’expressio´ en la primera igualtat
de 3.5 obtenim
A =
√
92 + 62 + 52
10
5
= 2
√
142. (3.7)
Ara podem calcular les a`rees de la resta de projeccions amb les expressions de
3.5, ja que
10
5
=
Axz
6
=
Ayz
9
,
i per tant Axz = 12 i Ayz = 18. Per una altra banda, si no conegue´ssim l’equa-
cio´ del pla podr´ıem calcular igualment l’a`rea d’aquestes projeccions utilitzant la
fo´rmula de Pick i obtenir l’a`rea del pol´ıgon mitjanc¸ant l’expressio´ 3.6 com segueix
A =
√
102 + 122 + 182 = 2
√
142.
Invers del teorema de Pick
Ara ja estem en disposicio´ de resoldre el problema invers de Pick que plante-
javen al principi de l’apartat: Un quadrila`ter amb ve`rtexs (0, 0, 0), (−7, 8, 3),
(−10, 10, 6) i (−8, 7, 6), contingut al pla 9x+ 6y+ 5z = 0, quants punts reticulars
conte´?
Del teorema 3.8 i de l’expressio´ (3.7) podem establir la igualtat
2
√
142 =
√
142
Ç
I +
B
2
− 1
å
,
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i, per tant
3 = I +
B
2
.
El nombre, B, de punts a la frontera e´s fa`cil de calcular. Si transportem cada
aresta a l’origen de coordenades obtenim els vectors [−7, 8, 3], [−3, 2, 3], [2,−3, 0] i
[8,−7,−6]. Es pot observar que els components de cada vector so´n relativament
primers entre ells i, per tant, no contenen altres punts reticulars a part dels
ve`rtexs. Aix´ı tenim B = 4 i finalment I = 1. En cas que els components no
siguin relativament primers, sols cal tenir en compte que el nombre de punts
reticulars, s, entre els extrems d’un vector (a, b, c) e´s s = mcd(a, b, c)− 1.
En resum, donat qualsevol pol´ıgon reticular Q, podem calcular la seva a`rea utilit-
zant el teorema de Pick per a cada una de les seves projeccions, calcular el nombre
de punts sobre les arestes i finalment calculant el nombre de punts interiors tal i
com hem vist en aquest apartat.
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3.3 Sequ¨e`ncies de Farey
En aquest apartat definirem les sequ¨e`ncies de Farey i veurem algunes de les seves
propietats, les quals demostrarem amb el teorema de Pick. Aquestes sequ¨e`ncies
prenen el seu nom del geo`leg brita`nic John Farey (1766-1826) que va escriure sobre
elles per primera vegada al 1816 [5]. Una aplicacio´ interessant de les sequ¨e`ncies de
farey es l’aproximacio´ de irracionals [8]. Tot i que arreu les anomenem successions
de Farey, e´s me´s correcte utilitzar el terme sequ¨e`ncies, ja que tenen un nombre
finit de termes com veurem a continuacio´.
3.9 Definicio´ La sequ¨e`ncia de Farey d’ordre n e´s la sequ¨e`ncia de fraccions irre-
ductibles, en l’interval [0, 1], amb denominador menor o igual que n, ordenades
de menor a major. S’escriura` 0 =
0
1
i 1 =
1
1
. Notarem per Fn la sequ¨e`ncia de
Farey d’ordre n.
Les primeres sequ¨e`ncies de Farey so´n:
F1 =
®
0
1
,
1
1
´
,
F2 =
®
0
1
,
1
2
,
1
1
´
,
F3 =
®
0
1
,
1
3
,
1
2
,
2
3
,
1
1
´
,
F4 =
®
0
1
,
1
4
,
1
3
,
1
2
,
2
3
,
3
4
,
1
1
´
,
F5 =
®
0
1
,
1
5
,
1
4
,
1
3
,
2
5
,
1
2
,
3
5
,
2
3
,
3
4
,
4
5
,
1
1
´
.
3.3.1 Representacio´ en el pla
En aquest apartat i en els segu¨ents s’utilitzaran conceptes, definicions, lemes
i teoremes de l’apartat 2.2.1 (triangles reticulars primitius), especialment del
subapartat “Punts visibles”.
3.10 Definicio´ A cada fraccio´
a
b
∈ Fn, li fem correspondre el punt del pla de
coordenades (a, b), que anomenem punt de Farey de
a
b
.
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D’aquesta manera tenim que
F5 =
®
0
1
,
1
5
,
1
4
,
1
3
,
2
5
,
1
2
,
3
5
,
2
3
,
3
4
,
4
5
,
1
1
´
es correspon amb la representacio´ de la figura 3.6. Observem que en aquesta
figura tots els punts es troben a la regio´ delimitada per y = x, x = 0, x = 4
i y = 5, incloent la frontera. A me´s, tots els punts visibles d’aquesta regio´ es
corresponen amb punts de F5. Com veurem en el teorema segu¨ent aquest fet es
pot generalitzar per Fn.
0 1 2 3 4 5
0
1
2
3
4
5
0
1
2
3
4
5
0 1 2 3 4 5
b b
b
b
b
b b
b
b
b
b(1, 5)
(3, 4)(1, 4)
(2, 3)(1, 3)
(1, 2)
(1, 1)(0, 1)
(4, 5)(3, 5)(2, 5)
x
y
Figura 3.6: Representacio´ de F5 al pla.
3.11 Teorema Siguin n ∈ N i R la regio´ del pla delimitada per les rectes y = x,
x = 0, x = n − 1 i y = n. Els punts visibles de la regio´ R so´n, exactament, els
punts de de Farey de Fn.
Demostracio´. Siguin els punts de Farey de Fn. Els punts de Farey corresponents
al primer i a l’u´ltim punt de la sequ¨e`ncia, (0, 1) i (1, 1), es troben sobre les rectes
x = 0 i y = x. Sigui
a
b
∈ Fn, a
b
6= 0
1
i
a
b
6= 1
1
, aleshores 0 < a < b ≤ n i (a, b)
es troba sobre la recta y =
b
a
x amb 1 <
b
a
. Com la pendent e´s positiva tenim
que (a, b) es troba per sobre de la recta y = x. Per una altra banda, com b ≤ n i
a ≤ n− 1, tenim que (a, b) es troba sota la recta y = n i a l’esquerra de la recta
x = n− 1. Per tant els punts de Farey de Fn estan a la regio´ R.
Per una altra banda, sobre la recta x = 0 sols e´s visible el punt (0, 1) i sobre la
recta y = x sols e´s visible el punt (1, 1), els quals pertanyen a Fn. Sigui (a, b)
un punt visible a la regio´ R (diferent dels dos anteriors), aleshores 0 < a < b,
mcd(a, b) = 1 i b ≤ n i per tant a
b
∈ Fn com vol´ıem demostrar 2.
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3.12 Definicio´ Siguin la sequ¨e`ncia de Farey Fn i els punts O = (0, 0), A = (a1, b1)
i B = (a2, b2), amb A,B ∈ Fn i a1
b1
<
a2
b2
. Direm que les rectes OA i OB so´n
consecutives si no existeix
a3
b3
∈ Fn tal que a1
b1
<
a3
b3
<
a2
b2
.
3.13 Teorema Siguin
a1
b1
,
a2
b2
∈ Fn amb a1
b1
<
a2
b2
termes consecutius de la sequ¨e`ncia.
Siguin els punts del pla O = (0, 0), A = (a1, b1) i B = (a2, b2), aleshores les rectes
OA i OB so´n consecutives.
Demostracio´. Es clar que si existeix
a3
b3
∈ Fn tal que a1
b1
<
a3
b3
<
a2
b2
, aleshores
a1
b1
i
a2
b2
no serien termes consecutius de la sequ¨e`ncia Fn. 2
3.14 Teorema Siguin
a1
b1
,
a2
b2
∈ Fn consecutius, siguin els punts O = (0, 0),
A = (a1, b1) i B = (a2, b2), aleshores el triangle ÌOAB e´s primitiu.
Demostracio´. Donat que A i B so´n visibles no hi pot haver cap altre punt de
coordenades enteres sobre els costats OA i OB tret dels mateixos punts A,B i
l’origen. Pel teorema anterior tenim que tampoc hi pot haver cap punt visible
entre les rectes OA i OB, i, donat que per tenir algun punt ocult entre les rectes
OA i OB necessitem tenir algun punt visible, podem concloure que els u´nics punts
enters sobre ÌOAB so´n els ve`rtexs, com vol´ıem demostrar. 2
3.3.2 Teorema fonamental de les sequ¨e`ncies de Farey
Amb el Teorema de Pick i els teoremes de l’apartat anterior podem demostrar el
segu¨ent teorema:
3.15 Teorema (fonamental de les sequ¨e`ncies de Farey)
1) Si
a1
b1
i
a2
b2
so´n dos termes consecutius de Fn, aleshores
b1a2 − a1b2 = 1.
2) Si
a1
b1
,
a2
b2
i
a3
b3
so´n tres termes consecutius de Fn, aleshores
a2
b2
=
a1 + a3
b1 + b3
.
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Demostracio´. Demostrarem primer la primera afirmacio´. Siguin
a1
b1
i
a2
b2
dos ter-
mes consecutius de Fn, aleshores ÌOAB, on O = (0, 0), A = (a1, b1) i
B = (a2, b2), e´s primitiu. Aplicant el teorema de Pick tenim que l’a`rea d’a-
quest triangle e´s 1/2. Per una altra banda aplicant la fo´rmula per l’a`rea d’un
triangle a partir de les coordenades dels ve`rtexs, tenim:
A(ÌOAB) = 1
2
|b1a2 − a1b2|,
d’on es dedueix
|b1a2 − a1b2| = 1.
Per una altra banda, donat que les fraccions so´n consecutives es te´
a1
b1
<
a2
b2
=⇒ 0 < b1a2 − a1b2.
Per tant, b1a2 − a1b2 = 1 com vol´ıem demostrar.
Respecte a la segona afirmacio´ del teorema, siguin
a1
b1
,
a2
b2
i
a3
b3
termes consecutius
de Fn. Aleshores, per la primera afirmacio´ del teorema tenim:
b1a2 − a1b2 = 1 i b2a3 − a2b3 = 1,
i igualant les dues equacions obtenim
b1a2 − a1b2 = b2a3 − a2b3,
b1a2 + a2b3 = a1b2 + b2a3,
a2(b1 + b3) = b2(a1 + a3),
a2
b2
=
a1 + a3
b1 + b3
,
com vol´ıem demostrar. 2
3.3.3 Cercles de Ford
En aquest apartat explorem la curiosa forma de representar les sequ¨e`ncies de
Farey a partir de la teoria donada per el matema`tic Lester R. Ford (1886-1967)[6].
3.16 Definicio´ Sigui
p
q
∈ Q amb mcd(p, q) = 1. La circumfere`ncia de radi 1
2q2
i
tangent a l’eix x en el punt
Ç
p
q
, 0
å
s’anomena cercle de Ford de
p
q
.
E´s clar que el cercle de Ford corresponent a
p
q
te´ centre
Ç
p
q
,
1
2q2
å
. (Veure figu-
ra 3.7)
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b
(
p
q
, 1
2q2
)
p
q
x
Figura 3.7: Cercle de Ford corresponent a
p
q
.
Denotarem per CFn a la representacio´ amb cercles de Ford dels termes de la
sequ¨e`ncia de Farey d’ordre n. A la figura 3.8 veiem CF5, la representacio´ de F5.
b bb bbb bbbbb
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1
1
1
1
2
3
5
2
3
1
5
3
4
4
5
1
4
1
3
2
5
Figura 3.8: Representacio´ de F5 (excepte els extrems) amb cercles de Ford.
3.17 Teorema Siguin els termes
a1
b1
,
a2
b2
∈ Fn consecutius, aleshores els seus res-
pectius cercles de Ford so´n tangents.
Demostracio´. Siguin C1 =
Ç
a1
b1
,
1
2b1
2
å
i C2 =
Ç
a2
b2
,
1
2b2
2
å
els centres dels cercles
de Ford corresponents a
a1
b1
i
a2
b2
respectivament, i, r1 i r2 els seus radis. Sigui
A el punt d’interseccio´ de la recta paral·lela al eix x que passa per C1 i la recta
paral·lela a l’eix y que passa per C2 (veure figura 3.9). Aleshores, la distancia,
d(C1, C2), entre C1 i C2 e´s
d(C1, C2) =
»
d(C1, A)2 + d(A,C2)2.
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b
C1
C2
x
b
Ab
r1 r2
Figura 3.9: Punt A.
Per una altra banda, utilitzant la primera afirmacio´ del teorema fonamental de
les sequ¨e`ncies de Farey (3.15) podem escriure
d(C1, A) =
a2
b2
− a1
b1
=
a2b1 − b2a1
b2b1
=
1
b2b1
.
A me´s
d(A,C2) = r2 − r1 = 1
2b2
2 −
1
2b1
2 .
Per tant
d(C1, C2) =
»
d(C1, A)2 + d(A,C2)2
=
ÃÇ
1
b2b1
å2
+
Ç
1
2b2
2 −
1
2b1
2
å2
=
Ã
1
(b2b1)2
+
Ç
1
2b2
2
å2
− 1
2(b1b2)2
+
Ç
1
2b1
2
å2
=
ÃÇ
1
2b2
2
å2
+
1
2(b1b2)2
+
Ç
1
2b1
2
å2
=
ÃÇ
1
2b2
2 +
1
2b1
2
å2
=
1
2b2
2 +
1
2b1
2
= r1 + r2.
E´s a dir, els centres, C1 i C2, dels dos cercles es troben a dista`ncia r1 + r2 i per
tant els cercles so´n tangents, com vol´ıem demostrar. 2
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3.3.4 Pol´ıgon de Farey
Per finalitzar aquest apartat definirem els pol´ıgons de Farey i veurem com calcular
la seva a`rea utilitzant la funcio´ φ d’Euler.
3.18 Definicio´ Sigui n un nombre natural, la funcio´ φ d’Euler de n es defineix
com el nombre d’enters positius menors o iguals a n i coprimers amb n. E´s a dir
φ(n) = |{m ∈ N|1 ≤ m ≤ n,mcd(m,n) = 1}|.
3.19 Teorema El nombre de termes de Fn e´s igual a:
1 + φ(1) + φ(2) + · · ·+ φ(n− 1) + φ(n)
Demostracio´. Sigui
a
b
∈ Fn, aleshores 1 ≤ b ≤ n i, donat que a i b so´n coprimers,
el nombre de fraccions amb denominador b e´s φ(b), per tant, afegint un terme per
la fraccio´
0
1
e´s clar que el nombre total de termes de Fn e´s 1 +φ(1) +φ(2) + · · ·+
φ(n− 1) + φ(n).
3.20 Definicio´ Sigui la sequ¨e`ncia de Farey Fn =
®
a0
b0
=
0
1
, · · · , ai
bi
, · · · , am
bm
=
1
1
´
i CFn = {(0, 1), · · · , (ai, bi), · · · , (1, 1)} la seva representacio´ al pla. El pol´ıgon de
Farey, Pn, s’obte´ de la unio´ sequ¨encial d’aquests punts me´s el punt (0, 0) al inici
i al final. (veure figura 3.10)
0 1 2 3 4 5
0
1
2
3
4
5
0
1
2
3
4
5
0 1 2 3 4 5
b b
b
b
b
b b
b
b
b
b(1, 5)
(3, 4)
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b
Figura 3.10: Pol´ıgon de Farey, P5 .
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3.21 Teorema L’a`rea, A(Pn), de Pn, e´s:
A(Pn) = φ(1) + φ(2) + · · ·+ φ(n− 1) + φ(n)
2
Demostracio´. Pel teorema 3.19 tenim que el nombre de termes de Fn e´s
1 + φ(1) + φ(2) + · · ·+ φ(n− 1) + φ(n).
Per tant, com que (0, 0) e´s un vertex de Pn, el nombre de punts de coordenades
enteres sobre la frontera de Pn e´s
2 + φ(1) + φ(2) + · · ·+ φ(n− 1) + φ(n).
Del teorema 3.14 e´s dedueix que Pn no te´ punts interiors. Per tant, aplicant la
fo´rmula de Pick per calcular l’a`rea, A(Pn), de Pn tenim
A(Pn) = I + b
2
− 1
= 0 +
2 + φ(1) + φ(2) + · · ·+ φ(n− 1) + φ(n)
2
− 1
=
φ(1) + φ(2) + · · ·+ φ(n− 1) + φ(n)
2
,
com vol´ıem demostrar. 2
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3.4 Sumes de Dedekind
Les sumes de Dedekind so´n importants a disciplines com la teoria de nombres o
topologia. El monogra`fic de Rachemacher [11] n’ofereix una ana`lisi extensa. En
aquest apartat demostrarem la llei de reciprocitat de les sumes de Dedekind per
dos enters positius coprimers, utilitzant el teorema de Pick (aquesta demostracio´
esta` extreta de [4]).
Recordem primer com es defineixen les sumes de Dedekind i algunes de les seves
propietats.
3.22 Definicio´ Sigui (()): R→ R la funcio´ definida per
((t)) =

t− dte+ 1
2
si t /∈ Z;
0 si t ∈ Z.
Notem que aquesta funcio´ te´ gra`fic amb forma de dents de serra i pren valors a
l’interval (−1/2, 1/2).
La suma de Dedekind, s(q, p), per dos enters positius coprimers, p i q es defineix
com
s(q, p) =
p−1∑
k=1
ÇÇ
qk
p
ååÇÇ
k
p
åå
.
Volem provar la llei de reciprocitat de les sumes de Dedekind, e´s a dir, per a tot
a, b enters positius coprimers es compleix
s(a, b) + s(b, a) =
1
12
Ç
a
b
+
b
a
+
1
ab
å
− 1
4
.
Les segu¨ents fo´rmules, que necessitarem me´s endavant per demostrar aquest teo-
rema, so´n resultat directe de les propietats de la funcio´ ((t)) (veure [11]):
p−1∑
k=0
ÇÇ
k
p
åå
= 0,
p−1∑
k=0
ÇÇ
k + t
p
åå
= ((t)), (3.8)
p−1∑
k=0
ÇÇ
k
p
åå2
=
p
12
+
1
6p
− 1
4
.
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3.23 Notacio´ Sigui P un pol´ıgon reticular de R2, o be´ un segment de R2, notem
per i(P ) el nombre punts reticulars de P , i per mP la dilatacio´ de P , {mx : x ∈
P}, on m e´s un enter positiu .
Ara necessitem la segu¨ent proposicio´ que provarem usant el Teorema de Pick.
3.24 Proposicio´ Siguin, X un triangle reticular de R2 i m un enter positiu,
aleshores existeixen a i b ∈ Q tals que
i(mX) = am2 + bm+ 1.
Demostracio´. Sigui ÌAEC un triangle reticular amb ve`rtexs A,E i C. Siguin
a, b, c i d el nombre de punts reticulars a l’interior dels segments EC,CA,AE
i a l’interior del triangle, respectivament. Si estenem el triangle ÌAEC al pa-
ral·lelogram AECD (veure figura 3.11), el ve`rtex D e´s tambe´ un punt reticular.
Sigui
∏
el paral·lelogram semi-obert que s’obte´ al treure els costats CD i ED
d’AECD (i per tant els ve`rtexs E i C no so´n de
∏
). Aleshores, per a qualsevol
enter positiu m es te´
i
Ä
m
∏ä
= m2i
Ä∏ä
. (3.9)
b b b
b b b
bc bc bc bc
bc
bc
A E
C D∏
Figura 3.11: Paral·lelogram ABCD sense costats CD i BD.
Considerem ara
∏
com unio´ disjunta del triangle obert σ (amb clausura ÌAEC),
l’interior del triangle ÌEDC, el segment semi-obert [AE) i els dos segments oberts
(AC) i (EC). Observem que l’interior de ÌECD e´s un triangle reticular que resulta
d’una translacio´ sobre −σ (la reflexio´ de σ respecte de l’origen que suposem a A).
Aix´ı tenim
i
Ä
m
∏ä
= 2i(mσ) + i(m[AE)) + i(m[EC)) + i(m[CA))− 2
= 2i(mσ) +m (i([AE)) + i([EC)) + i([CA)) , (3.10)
i per una altra banda
m2i
Ä∏ä
= m2(2i(σ) + i([AE)) + i([EC)) + i([CA))− 2). (3.11)
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Donat que i(σ) = d, i([AE)) = c + 1, i([EC)) = a + 1 i ([CA)) = b + 1. De les
equacions (3.9), (3.10) i (3.11) tenim
i(mσ) =
Ç
d+
a+ b+ c+ 1
2
å
m2 −
Ç
a+ b+ c+ 3
2
å
m+ 1. (3.12)
E´s clar que el coeficient de m e´s −B/2, on B e´s el nombre de punts reticulars a
la frontera de σ. Per una altra banda, si els u´nics punts reticulars del triangle
tancat σ so´n els seus ve`rtexs (triangle reticular primitiu), del teorema de Pick
s’obte´ que la seva a`rea e´s 1/2, e´s a dir, el coeficient de m2 a (3.12) per aquest
triangle concret ja que a = b = c = d = 0.
Donat que qualsevol triangle reticular obert e´s pot expressar com unio´ disjunta de
triangules reticulars primitius (demostracio´ ana`loga a la que hem vist al cap´ıtol
2 per a triangles tancats), segments oberts i punts reticulars, tenim que per a
qualsevol triangle reticular obert σ, anomenant A(σ) a l’a`rea de σ,
i(mσ) = A(σ)m2 − B
2
m+ 1.
Ana`logament, per triangles tancats s’obte´
i(mσ) = A(σ)m2 + B
2
m+ 1. (3.13)
Tal com vol´ıem demostrar, en tots dos casos tenim un polinomi de segon grau en
m amb coeficients racionals. 2
Amb aquest resultat ja podem donar pas a la demostracio´ de la llei de reciprocitat
de les sumes de Dedekind.
3.25 Teorema (Llei de reciprocitat de les sumes de Dedekind) Siguin a, b en-
ters positius coprimers, aleshores
s(a, b) + s(b, a) =
1
12
Ç
a
b
+
b
a
+
1
ab
å
− 1
4
.
Demostracio´. Sigui Q un triangle reticular obert de R2 amb ve`rtexs α1, α2 i
l’origen. Siguin m un enter positiu, Q la clausura de Q i α un punt de mQ
= {mx : x ∈ Q}. Aleshores α = x1α1 + x2α2 amb x1, x2 ∈ R, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 i
x1 + x2 ≤ m. Per tant,
α = (k1α1 + k2α2) + (u1α1 + u2α2),
on k1 i k2 so´n enters no negatius, 0 ≤ u1 < 1, 0 ≤ u2 < 1 i u1 +u2 + k1 + k2 ≤ m.
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Sigui γ = u1α1 + u2α2, aleshores tenim que α ∈ Z2 ⇐⇒ γ ∈ Z2. Si escrivim
|γ| = u1 + u2 tenim k1 + k2 ≤ m − |γ|, e´s a dir, k1 + k2 ≤ m − d|γ|e. Observem
ara que el nombre de parelles (k1, k2) que verifiquen k1 + k2 ≤ m− d|γ|e e´s igual
al nombre de solucions enteres no negatives de l’equacio´ k1 +k2 +k3 = m−d|γ|e,
e´s a dir, el coeficient binomial
(
m− d|γ|e+ 2
2
)
=
1
2
m2 +
Ç
3
2
− d|γ|e
å
m+
1
2
(d|γ|e2 − 3d|γ|e+ 2).
Definim el conjunt J = {γ = u1α1 + u2α2 ∈ Z2 : 0 ≤ u1 < 1, 0 ≤ u2 < 1}.
Aleshores, si anomenem C0 al coeficient constant de i(mσ) tenim
C0 =
1
2
∑
γ∈J
(d|γ|e2 − 3d|γ|e+ 2).
Per comparacio´ amb la equacio´ (3.13) e´s clar que C0 = 1.
Considerem ara el cas particular del triangle amb ve`rtexs als punts (0, 0), (a, 0) i
(0, b), amb a, b enters positius coprimers. Aleshores tenim
C0 =
1
2
a−1∑
i=0
b−1∑
j=0
(¢
i
a
+
j
b
•2
− 3
¢
i
a
+
j
b
•
+ 2
)
. (3.14)
Observem que si k = i/a + j/b e´s un enter, aleshores bi + aj = kab i, per tant,
a|i i b|j i necessa`riament (i, j) = (0, 0). Sigui (i, j) 6= (0, 0), podem escriure¢
i
a
+
j
b
•
=
Ç
i
a
+
j
b
å
−
ÇÇ
i
a
+
j
b
åå
+
1
2
.
Si anomenem u = i/a + j/b, definim I = {u = i/a + j/b : 0 ≤ i ∈ Z ≤ a − 1,
0 ≤ j ∈ Z ≤ b − 1} i substitu¨ım la igualtat anterior en la equacio´ (3.14), tenint
en compte convenientment el cas (i, j) = (0, 0), tenim
C0 =
5
8
+
1
2
∑
u∈I
Ç
u2 − 2u((u)) + ((u))2 − 2u+ 2((u)) + 3
4
å
. (3.15)
Ara necessitem calcular cadascun dels termes i substituir-los a (3.15).
En primer lloc calculem∑
u∈I
u = ab− a+ b
2
,
∑
u∈I
u2 =
7ab
6
− (a+ b) + 1
6
Ç
a
b
+
b
a
å
+
1
2
.
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Donat que a i b so´n enters coprimers, els enters bi + aj amb 0 ≤ i ∈ Z ≤ a − 1
i 0 ≤ j ∈ Z ≤ b − 1, mo`dul ab, prenen exactament tots els valors en el rang 0 a
ab− 1, per tant, utilitzant ara les equacions (3.8) tenim∑
u∈I
((u)) = 0,
∑
u∈I
((u))2 =
ab
12
+
1
6ab
− 1
4
.
Per al terme
∑
u ((u)) desenvoluparem el sumatori recordant u = i/a + j/b i
aplicant la segona de les tres fo´rmules (3.8), i la definicio´ de funcio´ ((t)). Efecti-
vament
∑
u∈I
u ((u)) =
a−1∑
i=0
i
a
b−1∑
j=0
ÇÇ
bi/a+ j
b
åå
+
b−1∑
j=0
j
b
a−1∑
i=0
ÇÇ
i+ aj/b
a
åå
=
a−1∑
i=0
i
a
ÇÇ
bi
a
åå
+
b−1∑
j=0
j
b
ÇÇ
aj
b
åå
=
a−1∑
i=0
ñÇÇ
i
a
åå
+
1
2
ôÇÇ
bi
a
åå
+
b−1∑
j=0
ñÇÇ
j
b
åå
+
1
2
ôÇÇ
aj
b
åå
= s(b, a) + s(a, b).
Substituint tots els coeficients a (3.15) i simplificant arribem a l’expressio´
C0 =
1
12
Ç
a
b
+
b
a
+
1
ab
å
+
3
4
− s(a, b)− s(b, a).
I substituint C0 per el seu valor, 1, tenim
s(a, b) + s(b, a) =
1
12
Ç
a
b
+
b
a
+
1
ab
å
− 1
4
,
com vol´ıem demostrar. 2
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3.5 Quadrats ma`gics
Per acabar aquest treball visitarem la Sagrada Famı´lia de Barcelona. Al primer
pis de la fac¸ana de la Passio´ (al carrer Sardenya, orientada a ponent), al cos-
tat d’una escultura que representa la tra¨ıcio´ de Judes, hi trobarem la segu¨ent
inscripcio´
No cal ser un graduat en matema`tiques per adonar-se d’una particularitat d’a-
questa matriu d’enters positius. Tots els elements de qualsevol fila o columna o
diagonal principal sumen 33, l’edat en que es creu que va morir Jesucrist. Una
matriu quadrada d’aquest tipus (no necessa`riament de les mateixes dimensions
i mateixa suma) s’anomena pseudo-quadrat ma`gic. Si tots els nombres so´n di-
ferents s’anomena quadrat ma`gic. A partir d’ara farem servir el terme quadrat
ma`gic tant per els pseudo-quadrats com per els quadrats ma`gics.
Hi dues preguntes que apareixen de forma natural:
Donat un enter positiu k podem construir un quadrat ma`gic de dimensio´
n× n tal que les seves files, columnes i diagonals principals sumin k?.
Si la resposta a la primera pregunta e´s afirmativa, quants quadrats ma`gics
podem construir?.
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Estudiarem amb detall el cas n = 3, e´s a dir, d’una matriu 3× 3,Ö
a b c
d e f
g h i
è
.
Volem satisfer 8 equacions
a+ b+ c = k b+ e+ h = k
d+ e+ f = k c+ f + i = k
g + h+ i = k a+ e+ i = k
a+ d+ g = k c+ e+ g = k.
La solucio´ d’aquest sistema , amb r i s para`metres, e´s
b = r f =
3
4
k − 2s− r
c = s g =
2k
3
− s
a = k − r − s h = 2k
3
− r
d = 2s− 2k
3
+ r i = r + s− k
3
e =
k
3
.
Donat que la matriu ha d’estar composta per enters, necessa`riament k ha de ser
un mu´ltiple de 3. Per una altra banda tots els elements de la matriu han de ser
positius, el que dona lloc al segu¨ent sistema d’inequacions
r > 0 s <
2k
3
s > 0 r <
2k
3
r + s < k r + s >
k
3
2s+ r >
2k
3
2s+ r <
4k
3
.
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L’a`rea ombrejada del segu¨ent gra`fic ens mostra el domini que compleix totes les
inequacions
O
s
r
2s+ r = 4k3
2s+ r = 2k3
D(0, k3 )
C(2k3 , 0)
B(2k3 ,
k
3 )
A(0, 2k3 )
Q bb
b
b
Figura 3.12: L’a`rea ombrejada, Q, e´s la interseccio´ de les inequacions.
Aquesta regio´ esta` definida per
0 < r <
2k
3
,
2k
3
< 2s+ r <
4k
3
.
Per tant, e´s clar que podrem fer tants quadrats ma`gics com parelles (r, s), amb r i
s enters positius, hi hagi a l’interior d’aquesta regio´, e´s a dir, necessitem comptar
els punts reticulars a l’interior.
Si anomenem Q a la regio´ ombrejada de la figura 3.12, donat que e´s un pol´ıgon
simple reticular, pel teorema de Pick sabem que l’a`rea, A(Q), e´s
A(Q) = I + B
2
− 1,
i, per tant, sols ens cal calcular l’a`rea, A(Q), i, B, el nombre de punts reticulars
a la frontera, per poder a¨ıllar, I, el nombre de punts reticulars a l’interior de Q.
Donat que k e´s positiu i mu´ltiple de 3 tenim que k = 3j per algun j enter positiu.
Aix´ı sobre el costat AB de Q hi ha
k
3
+ 1 = j + 1 punts reticulars. Ana`logament
sobre el costat BC tambe´ hi ha j + 1 punts reticulars.
3.5. Quadrats ma`gics 67
Per el costat DC tenim que l’equacio´ e´s
2s+ r =
2k
3
,
que podem reescriure com
s+
r
2
= j.
D’aquesta manera sobre DC hi ha j+ 1 punts reticulars, corresponents als valors
0, 2, 4, · · · , 2j de r. Ana`logament sobre AB hi ha j+ 1 punts reticulars. Per tant
hem de sumar els punts sobre cada costat de Q i restar 4 ja que hem comptat
cada ve`rtex dues vegades. Aix´ı tenim
B = 4(j + 1)− 4 = 4j.
Donat que l’a`rea de Q e´s 2j2, podem calcular el nombre de punts reticulars
interiors, I,
I = A(Q)− B
2
+ 1 = 2j2 − 4j
2
+ 1 =
2k2
9
− 2k
3
+ 1.
Per tant, donat un enter positiu i mu´ltiple de 3, podem construir 2k2/9−2k/3+1
quadrats ma`gics de dimensio´ 3 × 3. Per exemple, per k = 6 podem cons-
truir 2 ∗ 62/9 − 2 ∗ 6/3 + 1 = 5 quadrats ma`gics. Concretament les pare-
lles (r, s) que satisfan les equacions plantejades anteriorment, per k = 6, so´n
(r, s) = (1, 3), (3, 2), (2, 2), (3, 1), (1, 2), que donen lloc als quadratsÖ
2 1 3
3 2 1
1 3 2
è
,
Ö
1 3 2
3 2 1
2 1 3
è
,
Ö
2 2 2
2 2 2
2 2 2
è
,
Ö
2 3 1
1 2 3
3 1 2
è
,
Ö
3 1 2
1 2 3
2 3 1
è
.
Si fem el mateix raonament per n = 4 (matriu 4 × 4), arribem a un sistema
d’equacions amb me´s de 2 graus de llibertat i, per tant, ja no podem aplicar el
teorema de Pick i resoldre el problema de manera ana`loga.
68 Cap´ıtol 3. Generalitzacions i connexions del teorema de Pick
Bibliografia
[1] M. Agfalvi, I. Kadar and E.Papp. Generalization of Pick’s theorem for surface
of polyhedra. ACM SIGAPL APL Quote Quad 29(2) (1998) 1-12.
[2] C. Blatter. (This is a slightly revised version of the original paper) Another
Proof of Pick’s Area Theorem.
[3] M. Bruckheimer and A. Arcavi. Farey series and Pick’s area theorem. The
Mathematical Intelligencer, Fall 1995, Volume 17, Issue 4, pp 64-67.
[4] B. Chen. The Pick Theorem and the Proof of the Reciprocity Law for Dedekind
Sums. Annals of Combinatorics, Volume 7, Issue 4 , pp 425-439
[5] J. Farey. On a curious property of vulgar fractions. The Philosophical Maga-
zine and Journal, 1816, Volume 47, pp 385-386.
[6] L. R. Ford. Fractions. The American Mathematical Monthly 45, November
1938, Volume 45, No. 9, pp 586-609.
[7] H. Minkowski. Geometrie der Zahlen. Leipzig : Teubner, 1910.
[8] I. Niven y Herbert S. Zuckerman. Introduccio´n a la teor´ıa de los nu´meros.
Editorial Limusa, 1976, pp 137-145.
[9] G. A. Pick. Geometrisches zur Zahlenlehre (Geometric results on number the-
ory). Sonderabdr. des Deutschen Naturwissenschaftlich-Medizinischen Vereins
fu¨r Bo¨hmen “Lotos”, Prag , 1899, Nr.8, 9 p.
[10] D. Poole. Linear Algebra: A Modern Introduction. Brooks/Cole-Thomson
Learning, 2006.
[11] H. Rademacher and E. Grosswald. Dedekind Sums. The Carus Mathematical
Monographs 16, The Mathematical Association of America, Washington, D.C.,
1972.
70 BIBLIOGRAFIA
[12] J. E. Reeve. On the Volume of Lattice Polyhedra. Proc. London Math. Soc.
1957, s3-7 (1): 378-395.
[13] H. Steinhaus. Mathematical Snapshots. Dover Publications, 1939.
